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Tresci zadan

Zawody indywidualne grupy A

1. Zbiér S liczb catkowitych nazwiemy fajnym jesli dla dowolnych trzech
roznych liczb a, b, ¢ ze zbioru S zachodza podzielno$ci

a|bc, b|ca oraz c| ab.

Pokazaé, ze istnieje zbior fajny zlozony z 2018 wzglednie pierwszych liczb cal-
kowitych.

2. Dana jest liczba catkowita dodatnia n oraz liczby rzeczywiste a1, as, . . ., ay.
Pokazaé, ze istnieja m, k € {1,2,...,n} takie, ze

n

m
E a; — E a;
=1

i=m-+1

< lagl-

3. Okrag wpisany w tréjkat ABC (AB < AC) jest styczny do bokéw BC,
CA i AB w punktach odpowiednio D, E i F. Punkt S jest $rodkiem tuku BAC
okregu w opisanego na trdjkacie ABC. Prosta SD przecina w w punkcie P.
Prosta AP przecina odcinek EF w punkcie (). Pokazaé, ze QD 1 EF.

4. Dany jest okrag w Srodku w punkcie O. Odcinek AB jest cigciwa tego
okregu i nie jest jego $rednica. Cigciwa AC' tego okregu przechodzi przez srodek
odcinka OB. Proste OC' i AB przecinaja si¢ w punkcie P, za$ proste OA i BC
przecinaja si¢ w punkcie Q. Dowiesé, ze PC' = AQ.

5. Dane sa liczby rzeczywiste dodatnie x1, xo, ..., x,. Pokazaé, ze istnieja
ai,as,...,a, € {—1,1} takie, ze

2 2 2 2
a1 xy + asxs + ...+ anxl 2 (@121 + asxe + ... + apwy)”.

6. W rzedzie danych jest kilka liczb calkowitych dodatnich. Operacjg na-
zwiemy wybor sasiednich liczb = i y przy czym x lezy na lewo od y oraz = > y
i zamiang pary (z,y) na (y + 1,z) lub (z — 1,z). Pokazaé, ze mozna wykonaé
jedynie skoniczenie wiele operacji.



7. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f: RT™ — R takie, ze dla dowolnych liczby
rzeczywistych dodatnich x,y zachodzi réwnoséé

(x + ) f(f@)y) = 2 f(f(2) + f(y))-

8. Wyznaczyé wszystkie liczby catkowite a > 1, b > 1 takie, ze a | b+ 1
oraz b | a® — 1.

9. Niech M bedzie $rodkiem tuku BC' (niezawierajacego punktu A) okregu
w opisanego na tréjkacie ABC o $rodku w punkcie O. Wysoko$é tréjkata ABC
opuszczona z wierzchotka A przecina w w N. Proste przechodzace przez O
i réwnolegte do M B i MC przecinaja AB i AC w punktach K i L, w tej
kolejnosci. Pokazaé, ze NK = NL.

10. Wyznaczy¢ wszystkie wielomiany P(x) o wspélczynnikach rzeczywi-

stych takie, ze rownosé
xP(y> + yP(x> — a4y
€ Y

zachodzi dla dowolnych niezerowych liczb rzeczywistych x i y.

11. W trapezie ABC D, suma dlugosci podstaw AB i C'D jest réwna prze-
katnej BD. Niech M bedzie érodkiem odcinka BC, i niech E bedzie obrazem
punktu C' w symetrii wzgledem prostej DM . Pokazaé, ze YAEB = SACD.

12. Wyznaczy¢ wszystkie takie tréjki liczb naturalnych (k,m,n), ze trzy
Sciany prostopadlo$cianu k X m X n o wspdélnym wierzcholku mozna okleié
niezachodzacymi na siebie prostokatami 3 x 1. Prostokaty moga by¢ zaginane
na krawedziach prostopadloscianu.



Zawody indywidualne grupy B

1. Dana jest liczba calkowita dodatnia n oraz liczby rzeczywiste aq, as, . .., ap.
Pokazaé, ze istnieja m, k € {1,2,...,n} takie, ze

m n
E aq — E Q;
i=1

i=m-+1

< |agl-

2. Okrag wpisany w tréjkat ABC (AB < AC) jest styczny do bokéw BC,
CA i AB w punktach odpowiednio D, E i F. Punkt S jest $rodkiem tuku BAC
okregu w opisanego na tréjkacie ABC. Prosta SD przecina w w punkcie P.
Prosta AP przecina odcinek FF w punkcie Q. Pokazaé, ze QD L EF.

3. Dana jest nieskoniczona rodzina zbioréw 3-elementowych. Udowodnié, ze
jezeli kazde dwa z tych zbioréw maja niepusta cze$¢ wspélna, to istnieje taki
zbior 2-elementowy, ktéry ma niepusta czesé wspoélna z kazdym zbiorem z tej
rodziny.

4. Dane sa liczby rzeczywiste dodatnie =1, o, ..., z,. Pokazaé, ze istnieja
ay,ag,...,a, € {—1,1} takie, ze

2 2 2 2
a1x] + agxs + ...+ apzi > (a121 + asxa + ..+ anxy)”.

5. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f: Ny — N, takie, ze dla dowolnych
m,n € Ny zachodzi f(mn) = f(m)f(n) oraz m+n| f(m)+ f(n).

6. Dany jest tréjkat ostrokatny ABC, w ktérym AB # AC. Okrag o srodku
J jest styczny w punkcie F do odcinka BC' oraz jest styczny do przedluzen bo-
kow AB i AC. Odcinki BC' i AJ przecinaja si¢ w punkcie D. Okregi opisane na
tréjkatach ABC' i ADFE przecinajg sie¢ w punkcie F' réznym od A. Udowodnié,
ze SAFJ = 90°.

7. Wyznaczy¢ wszystkie liczby caltkowite a > 1, b > 1 takie, ze a | b+ 1
oraz b | a® — 1.

8. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f: R — R takie, ze nastepujacy zbiér

{f(m):xeR\{O}}

T



jest skonczony oraz dla dowolnego = € R zachodzi rownosé

fla 1= f(2)) = f(z) -z -1

9. Wewnatrz czworokata wypuklego ABC D, nie bedacego trapezem, lezy
taki punkt X, ze YADX = 4BCX, $DAX = SCBX i wszystkie te katy sa
ostre, oraz taki punkt Y, ze AY = BY i CY = DY. Dowieé¢, ze SAY B =
2.-4ADX.

10. W czworokacie wypuklym ABCD przekatna AC jest dwusieczng kata
BAD. Ponadto ADC = JACB. Punkty X i Y sa rzutami prostokatnymi
punktu A na BC i CD, odpowiednio. Pokazaé¢, ze ortocentrum tréjkata AXY
lezy na prostej BD.

11. Wyznaczy¢ wszystkie takie tréjki liczb naturalnych (k,m,n), ze trzy
Sciany prostopadloécianu k x m x n o wspdélnym wierzchotku mozna okleié
niezachodzacymi na siebie prostokatami 3 x 1. Prostokaty moga by¢ zaginane
na krawedziach prostopadtoscianu.

12. Dowiesé, ze kazdy wielomian o wspélczynnikach rzeczywistych jest roz-
nica dwoch wielomianéw rosnacych.



Zawody indywidualne grupy C

1. Okrag wpisany w trojkat ABC (AB < AC) jest styczny do bokéw BC,
CAi AB w punktach odpowiednio D, F i F. Punkt S jest $rodkiem tuku BAC'
okregu w opisanego na trdjkacie ABC. Prosta SD przecina w w punkcie P.
Prosta AP przecina odcinek EF w punkcie (). Pokazaé, ze QD 1 EF.

2. Liczbe naturalna nazwijmy dobrg jedli jest postaci n? + 1 dla pewnej
liczby catkowitej n. Pokazaé, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb dobrych k,
ktére nie posiadaja dzielnika dobrego réznego od 11 k.

3. Czy istnieje na plaszczyznie konfiguracja 22 okregéw i 22 punktow leza-
cych na tych okregach, ze na dowolnym okregu lezy co najmniej siedem punktéw
i dowolny punkt lezy na co najmniej siedmiu okregach?

4. Dane sa liczby rzeczywiste dodatnie =1, o, ..., z,. Pokazaé, ze istnieja
ai,azg,...,a, € {—1,1} takie, ze

2 2 2 2
a1 xy + a2xs + ...+ apx; = (@11 + asxe + ...+ apwy)”.

5. Punkty O i H sa odpowiednio $rodkiem okregu opisanego i ortocentrum
w trojkacie ABC. Punkt P jest obrazem punktu A wzgledem prostej OH.
Zalézmy, ze A i P lezy po przeciwnych stronach prostej BC. Punkty E, F' leza
na AB, AC odpowiednio tak, ze BE = PC oraz CF = PB. Niech prosta AP
przecina OH w punkcie K. Pokazaé, ze EKF = 90°.

6. Niech h > 3 bedzie liczba catkowita a X zbiorem wszystkich liczb catko-
witych nie mniejszych niz 2h. Niech S bedzie niepustym podzbiorem X takim,
ze

1. jeSlia>h,b>horaza+be S,toabe S,
2. jeslia > h,b>horazabe S, toa+be S.



Pokazaé, ze S = X.

7. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f: R — R takie, ze nastepujacy zbior

{f(m):xeR\{O}}

x
jest skoniczony oraz dla dowolnego x € R zachodzi réwnosé

fla—1— (@) = fla) —a - 1.

8. Funkcja f prowadzaca ze zbioru punktéw przestrzeni tréjwymiarowej R3
w ten sam zbidér spelnia warunki:

e dla dowolnych dwéch punktéw A, B € R? odlegloéé pomiedzy punktami
f(A) i f(B) jest réwna odleglosci pomiedzy A i B,

e istnieje taka liczba naturalna n, ze dla dowolnego punktu A spekliony
jest warunek f(M(A) = A (gdzie f™) oznacza n-krotne zlozenie funkcji

f)
Wykazaé, ze istnieje punkt A € R3 taki, ze f(A) = A.

9. Okrag o srodku w punkcie I jest styczny do boku BC' nieréwnoramien-
nego tréjkata ABC w punkcie D. Punkt X lezy na luku BC (niezwierajacego
punktu A) okregu opisanego na tréjkacie ABC. Punkty E i F' sa rzutami punk-
tu X na proste BI i CI, odpowiednio. Punkt M jest srodkiem odcinka EF.
Pokazaé, ze jesli MB = MC, to $BAD = SCAX.

10. Okrag o srodku w punkcie I jest wpisany w czworokat ABC D. Punkty
M i N leza na odcinkach Al i CI, odpowiednio, przy czym <M BN = %<IABC.
Pokazaé, ze SMDN = %<IADC.

11. Dana jest liczba bezkwadratowa parzysta n oraz liczba pierwsza p
wzglednie pierwsza z n taka, ze p < 24/n oraz istnieje catkowita liczba k taka,
ze p | n + k2. Pokazaé, ze istnieja parami rézne liczby catkowite dodatnie a, b,
c takie, ze n = ab + bc + ca.

12. Pokazaé, ze dla dowolnej liczby naturalnej n istnieje doktadnie jeden
wielomian f stopnia n taki, ze f(0) = 1 oraz funkcja (z + 1)f(z)% — 1 jest
funkcja nieparzysta.



Mecz matematyczny grupy A

1. Udowodnij, ze w rozwinieciu dziesietnym liczby (5 + 1/26)2°'8 na pierw-

szych 2018 miejscach po przecinku nie wystepuje cyfra 7.

2. Niech a, b, x,y, z beda dodatnimi liczbami rzeczywistymi takimi, ze a +
b = 3 oraz zyz = 1. Udowodnij ze (ax + b)(ay + b)(az +b) > 27.

3. Niech n bedzie liczbg calkowita dodatnia. Udowodnié, ze istnieja liczby

catkowite dodatnie a i b, takie, ze

a>+a+1=0>+n+1)0*+b+1).

4. Dla liczby calkowitej dodatnie a, definiujemy liczbe M (a) jako liczbe
takich liczb catkowitych dodatnich b, ze a 4+ b | ab. ZnajdZ wszystkie 1 < a <
2018 dla ktérych zachodzi M(a) > M (b) dla kazdego 1 < b < 2018.

5. Niech a, b, ¢ beda takimi liczbami rzeczywistymi dodatnimi, ze
min(ab, be, ca) > 1. Pokazadé, ze

2
Y@+ DB+ 1) (@ +1) < (W) 4L

6. Znajdz wszystkie funkcje f: Z — Z takie, ze

flz = f(y) = f(f(2) = fly) =1

dla dowolnych liczb catkowitych x,y.

7. Dane jest n panstw. Niech wspdlczynnik ankapizacji danego panstwa to
liczba calkowita z przedziatlu [0, N). Granice miedzy panstwami maja swoja
szczelnosé okredlong liczbg rzeczywista. Ze wzgledu na nature anarchokapita-
lizmu, jezeli w jednym z dwoch graniczacych ze soba panstw wspdlczynnik an-
kapizacyi jest wigkszy od szczelnosci granicy miedzy nimi, to te wspdlczynniki
obu tych panstw sa sobie rowne. Liczba sposobdéw ankapizacji to liczba mozli-
wych przyporzadkowan wspétczynnikow ankapizacji do panstw, zeby warunek
byt zachowany. Wykazaé, ze dla kazdej grupy panstw istnieje inna mozliwa gru-
pa panstw, w ktérej kazde panstwo ma co najwyzej dwoch sgsiadow, i liczba
sposobéw ankapizacji jest taka sama.



. Wzmocniona teza brzmi wtedy, ze dla kazdej pary G istnieje graf G taki,
ze liczba dobrych funkcji dla G jest taka sama, jak liczba dobrych funkcji dla
G', 1 G’ jest Sciezka.

Pokazemy rekurencyjna konstrukcje G’ wraz z bijekcja ze zbioru dobrych
funkcji do G na zbiér dobrych funkeji do G’. Gdy graf ma tylko jeden wierz-
chotek, G' = G oczywiscie dziala. Zal6zmy, ze G = (V, E,s) ma wiecej niz
jeden wierzcholek i jest spdjny (gdy nie jest spéjny, mozemy wykonaé kon-
strukcje na kazdej ze spéjnych sktadowych osobno, a potem potaczy¢ je krawe-
dziami o szczelnoéci N). Niech z to najwieksza taka liczba calkowita, ze graf
H = (V,{e € E: s(e) < z},s) (to jest, graf G z wyrzuconymi krawedziami o
szczelnosei wigkszej lub réwnej ) nie jest spdjny, i niech jego sp6jne skltadowe
to A1, Aa, ..., Ag. Niech A) to graf utworzony w wyniku tej rekurencyjnej kon-
strukcji dla A; i N := z + 1 (konstrukcja istnieje, bo A; jest mniejsze od G).
Wtedy graf G’ bedzie grafem utworzonym z polaczenia Sciezek A', A5, ..., A}
krawedziami o szczelnosci x w jedna Sciezke. Pokazemy teraz, ze istnieje bijek-
cja migdzy dobrymi funkcjami dla G a dobrymi funkcjami dla G’. Rozwazmy
dobra funkcje f dla G. Moze zachodzi¢ przypadek, ze J,cv f(v) > z, z cze-
go wynikaloby, ze f jest funkcja stala (poniewaz H byloby spéjne, gdyby$my
wzieli krawedzie o szczelno$ci mniejszej lub réwnej x), wigc w bijekcji ona od-
powiada funkcji stalej dla G’ o tej samej wartosci. W przeciwnym wypadku
Veev f(v) < z, czyli mozemy f rozpatrywaé osobno w kazdym A;, zastosowad
bijekcje dla nich rekurencyjnie, i otrzymaé dobra funkcje dla grafu G’. Analo-
giczne rozumowanie mozemy przeprowadzi¢ w druga strone.

Pokazaliémy zatem dla kazdego grafu, ze istnieje Sciezka, na ktorej liczba
dobrych funkcji jest taka sama, co bylo do udowodnienia. O

8. Dana jest n-wymiarowa szachownica o wymiarach k£ x k x ... x k. Na
niektérych jej polach stoja wieze. Méwimy, ze dwie wieze sie bija, gdy stoja na
polach, ktére maja wspélng pewna wspdlrzedna. Udowodnié¢, ze dla dowolnej
liczby catkowitej nieujemnej s, sposréd sk™ ! 4 1 wiez na szachownicy mozna
wybraé s + 1, z ktérych zadne dwie si¢ nie bija.

9. Dana jest szachownica n X n. Dominik i jego Burek graja w gre. Zaczyna
Dominik. Na poczatku na kazdym polu szachownicy jest 99 kamieni. W kazdym
ruchu gracz wybiera wiersz lub kolumne i usuwa kamien z kazdego pola w tym
wierszu lub kolumnie. Gracz moze wybra¢ dana kolumne lub wiersz wtedy, gdy
na kazdym polu w tej kolumnie lub wierszu jest przynajmniej jeden kamien.
Gracz przegrywa gdy nie moze wykonaé¢ ruchu. Wyznacz wszystkie liczby n,
dla ktérych Dominik ma strategie wygrywajaca.

10. Dany jest trojkat ABC. Punkty I i J sa $rodkami okregéw wpisanego
i dopisanego do boku BC' w tym tréjkacie. Dwusieczna kata BAC przecina



okrag opisany na tréjkacie ABC po raz drugi w punkcie M. Punkt L jest
srodkiem tuku ABM. Proste NJ i NI przecinajg okrag opisany na trdjkacie
ABC odpowiednio w punktach S i T, r6znych od N. Wykazaé, ze proste ST,
BC' i 1J przecinaja sie¢ w jednym punkcie.

11. Okrag w jest wpisany w tréojkat ABC. Punkty D i F sa punktami
stycznosci okregu w odpowiednio z bokami BC' i C'A. Okrag 7 przechodzi przez
punkty B i C'ijest styczny do w w punkcie X. Niech M bedzie $rodkiem odcinka
DE. Wykaza¢, ze punkty B, X, M i D leza na jednym okregu.

12. Dany jest réwnolegtobok ABCD i punkty A; i C; odpowiednio na
bokach AB i BC. Proste AC; i C' Ay przecinaja sie w punkcie P. Zalézmy, ze
okregi opisane na tréjkatach AA; P i CC1P przecinajg sie w punkcie Q # P,
lezacym wewnatrz tréjkata ABD. Udowodnij, ze {PDA = $QBA.

10



Mecz matematyczny grupy B

1. Dane sa liczby catkowite dodatnie a, b, ¢, dla ktérych liczba a? — be jest
kwadratem liczby catkowitej. Wykazaé, ze liczba 2a + b + ¢ jest zlozona.

2. Udowodnié¢, ze dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n liczba

]+ 5] 3]+ v

1 2

jest parzysta.

3. Wyznaczy¢ wszystkie ciagi arytmetyczne aj,as, ... dla ktérych istnieje
liczba naturalna N > 1 taka, ze dla dowolnej liczby naturalnej k& zachodzi
podzielnosé

aiag ...ag | AN+1AN+2 .. - QN +4k-

4. Udowodnié, ze dla liczb dodatnich a, b, ¢, d > 0 prawdziwa jest nieréwno$¢

(a+b)(b+c)(c+d)(d + a)(1 + Vabed)* > 16abed(1 + a)(L + b)(1 + ¢)(1 + d).

5. Dany jest ciag liczb catkowitych {a, }n>0 taki, ze ap = 1,a; = 3 oraz
Anio =1+ {”JFJ dla n > 0.
G,
W zalezno$ci od n, obliczy¢ warto$¢ wyrazenia a,, - ap42 — a%H.

6. Wyznaczy¢ wszystkie pary wielomianéw (P(x), Q(x)) o wspdlczynnikach
rzeczywistych, ktore dla dowolnego x € R spelniaja warunek

P(z)Q(z +1) — Pz + 1)Q(z) = 1.

7. Dany jest skonczony zbiér oséb S o nastepujacej wlasnosci: dowolne
dwie osoby o tej samej liczbie znajomych w S nie maja wspo6lnych znajomych
w S§. Udowodnié, ze jezeli w S istnieje osoba, ktéra ma przynajmniej jednego
znajomego, to w S istnieje réwniez osoba, ktora posiada dokladnie jednego
znajomego.

8. W wierzchotkach grafu skoficzonego bez petli i krawedzi wielokrotnych
umieszczono lampy. Ruch polega na tym, ze wybieramy lampe, a nastepnie

11



zmieniamy stan tej lampy oraz wszystkich lamp sasiednich, tj. zapalamy zgaszo-
ne i gasimy zapalone. Na poczatku wszystkie lampy sa zgaszone. Rozstrzygnaé
w zaleznosci od grafu, czy mozna je wszystkie zapali¢ za pomoca skonczonej
liczby ruchow.

9. Dany jest zbidér n > 3 punktéw plaszczyzny F, z ktérych zadne dwa
nie sg wspétliniowe. Wykazaé, ze istnieje taki zbiér 7 sktadajacy sie z 2n — 5
punktéw plaszezyzny, ze kazdy trojkat wyznaczony przez 3 rézne punkty zbioru
F zawiera punkt ze zbioru 7.

10. Niech E bedzie sumg mnogosciowa pewnej skonczonej liczby két otwar-
tych na plaszczyznie. Udowodnié, ze wsrod tych kot istnieja parami roztaczne
kota K1, K>, ..., K, takie, ze

EC 03&,

i=1

gdzie dla kota K otwartego o $rodku S i promieniu r, przez 3K oznaczamy
kolo otwarte o srodku S i promieniu 3r.

11. Punkty M i N leza na boku BC tréjkata ABC, przy czym punkt M
lezy na odcinku BN tak, ze BM = C'N. Punkty P i @ leza na odcinkach AN i
AM, odpowiednio, oraz spelione s réwnosci {PMC = SMAB i SQNB =
INAC. Pokazaé, ze IQBC = SPCB.

12. Punkt M jest srodkiem odcinka boku BC tréjkata ABC wpisanego w
okrag Q. Punkty F i F leza na bokach C'A i AB, odpowiednio, przy czym
ME = MF. Styczne w punktach E i F' do okregu I' opisanego na tréjkacie
AFEF przecinaja sie¢ w punkcie S. Okregi €2 i I' przecinaja sie¢ w punkcie G # A.
Pokazaé, ze SAGS = 90°.

12



Sprzezenie izogonalne
Natalia Kucharczuk

Wprowadzenie

Definicja Proste PX oraz PY sq izogonalnie sprzezone w kgcie APB wtedy
1 tylko wtedy, gdy odbiciem symetrycznym prostej PX wzgledem dwusiecznej
kqgta APB jest prosta PY

Fakt 1. Niech H oraz O beda odpowiednio ortocentrum i srodkiem okregu
opisanego na AABC. Wéwczas proste AH oraz AO sa izogonalnie sprzezone
w kacie BAC.

Dowdd. Musimy pokazaé, ze YHAB = SOAC. Oczywiscie AOAC jest réwno-
ramienny, skad SOAC = SOCA = AOC = 180° — 24 0AC. Z twierdzenia o
kacie srodkowym i wpisanym: S ABC = %%AOC =90° — YOAC = HAB =
90° — YABC = JOAC. =

Fakt 2. Niech X i Y beda punktami lezacymi wewnatrz (badZ na zewnatrz)
pewnego kata o wierzchotku P, zas$ niech A, B oraz C, D beda rzutami punk-
tow odpowiednio X i Y na ramiona tego kata. Wéwczas nastepujace trzy wa-
runki sa rownowazne:

1. proste PX i PY sa izogonalnie sprzezone w kacie APB
2. PY L AB,PX L CD

3. na czworokgcie ABC D mozna opisaé¢ okrag, ktérego srodkiem jest srodek
odcinka XY

Dowdd. 1. <= 2. Zauwazmy, ze PX jest érednica okregu opisanego na
PAXB, wiec z faktu 1. to, ze PX oraz PY sa izogonalnie sprzezone jest row-
nowazne temu, ze PY jest wysokoscia w APAB, czyli PY 1 AB. Analogicznie
jest to réwnowazne temu, ze PX 1 CD.

1. < 3. Rozwazmy przeksztalcenie ¢ bedace zlozeniem jednokladnosci o
srodku w P i symetrii wzgledem dwusiecznej kata AP D przeksztalcajace A na
D (dla ustalenia uwagi zaktadamy, ze A, D leza na réznych ramionach kata).
Wéwcezas warunek 1. réwnowazny jest temu, ze ¢ przeksztalca X na Y oraz
B na C. To za$ réwnowazne jest temu, ze SBAP = SCDP czyli cyklicznoéci
czworokata ABDC' (oczywiscie dowdd ten mozna przeprowadzié liczac jedynie
poszczegdlne katy, jednak wymaga to rozpatrywania szczegdlnych konfiguracji,
zatem pozostawiam go dla czytelnika).
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Oczywiscie érodek okregu opisanego na tym czworokacie lezy na przecigciu
symetralnych AC i BD, ktore z tw. Talesa przecinaja si¢ w srodku odcinka
XY. O

Definicja Punktem izogonalnie sprzezonym do punktu P wzgledem NABC na-
zywamy taki punkt P’, Ze proste AP, AP’ sq izogonalnie sprzezone w kqcie
BAC; proste BP, BP' sq izogonalnie sprzezone w kqcie ABC'; proste CP, CP’
sq izogonalnie sprzezone w kgcie ACB.

Fakt 3. Dla dowolnego punktu P nie lezacego na prostych zawierajacych boki
AABC istnieje punkt sprzezony do niego izogonalnie wzgledem tego tréjkata.

Dowdd. Niech @@ bedzie takim punktem, ze P i ) sa izogonalnie sprzezone
w katach BAC oraz ABC, za$ N bedzie $rodkiem PQ (oczywiscie taki punkt
istnieje). Musimy zatem udowodnié, ze @ jest tez izogonalnie sprzezony w kacie
ACB.

Niech Ay, BjiC bedg rzutami P odpowiednio na BC, AC i AB. Analogicznie
dla punktu @ definiujemy Ao, By i Cs. Z faktu 2. punkty By, By, C1 i Cs lezg
na okregu o $srodku w N. Podobnie A1, A, C; i C5 leza na okregu o srodku
w N. Jest tylko jeden okrag o srodku N przechodzacy przez punkty C; i Ca,
zatem wszystkie 6 rzutéw lezy na jednym okregu. Wowczas, ponownie na mocy
faktu 2., otrzymujemy, ze P i ) sa izogonalnie sprzezone w kacie AC'B. O

Fakt 4. Rzuty punktéw izogonalnie sprzezonych w trojkacie na jego boki sa
wspoélokregowe.

Dowdd. Fakt ten wynika bezposrednio z dowodu faktu 3. O

Uwaga. Zauwazmy, ze z powyzszych faktow wynika nam, ze rzuty H i O na
boki AABC sa wspotokregowe, ponadto srodek tego okregu jest srodkiem OH.
Fakt ten jest czesto przydatny w zadaniach, a okrag ten nazywany jest okregiem
dziewieciu punktéw, okregiem Feurebacha, badz tez okregiem Eulera.
Fakt 5. W AABC punkty P i Q lezg na odcinku BC. Wéwczas AP 1 AQ sa
izogonalnie sprzezone w kacie BAC wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi

BP BQ _(AB)?
PC QC (AC)

Dowdd. Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze P lezy wewnatrz odcinka B@. Pro-
sta réwnoleglta do AC przechodzaca przez B przecina AP i AQ odpowiednio

w punktach X i Y. Wéwczas ABPX ~ ACPA = g—g = AC Analogicznie

gg = BY . Zatem % g—g = BX'C%X. Musimy wiec udowodnié¢, ze AP i AQ

sq 1zogonalme sprzezone wtedy i tylko wtedy, gdy BY - BX = BA?. Jednak
BY - BX = BA? < JBAX = JAYB =Y AC. O
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Zadania

Zadanie 1. Dany jest czworokgt ABC D wpisany w okrgg. Niech P := AC N
BD oraz Q :== AD N BC. Przez P’ oznaczmy odbicie P wzgledem Srodka AB.
Wéwczas proste QP 1 QP’ sq izogonalnie sprzezone w kqcie AQB.

Dowdd. Rozpatrzmy konfiguracje w ktérej punkt D lezy na odcinku AQ. Za-
uwazmy, ze czworokat P AP’ B jest réwnolegtobokiem, wiec < P'BA = SCAB =
IBDC. Oczywiscie mamy takze: LABC = ¥QDC, co implikuje, ze ¥ P'BQ =
I PDQ. Zauwazmy teraz, ze poniewaz AQDC ~ AQAB, zachodzi: g—g = %'
o e . . . . . DP _ DP _ PC
Z definicji punktu P’ i potegi punktu wiemy takze, ze 575 = 45 = p5- Z
kolei z podobienstwa APCD i AABP otrzymujemy, ze g—g = g—g , zatem
AQDP ~ AQP'B, co juz implikuje teze zadania. O

Zadanie 2. Dany jest NABC, w ktérym AB = AC. W jego wnetrzu lezq
punkty P i Q takie, 2e YABP = $QCB oraz YACP = <CBQ. Udowodnic,
ze punkty A, P, Q sq¢ wspotliniowe.

Dowdd. Niech P’ bedzie odbiciem P wzgledem dwusiecznej kata BAC. Wow-
czas z rownosci katéw danych w tresci zadania otrzymujemy, ze P’ i Q sa
izogonalnie sprzezone w AABC, skad SPAB = JP'AC = 4QAB, zatem
A, PiQ leza na jednej prostej. O

Zadanie 3. Punkty A i B lezg na okregu w, za$ styczne do tego okregu popro-
wadzone z tych punktéow przecinajq sie w punkcie P. Niech M bedzie srodkiem
odcinka AB, za$§ X dowolnym punktem na w. Prosta XM przecina w po raz
drugi w punkcie Y. Wowczas PX i PY sq izogonalnie sprzezone w kqcie APB.

Dowdd. Niech O bedzie $rodkiem w. Wowczas na PAOB mozna opisa¢ okrag,
skad z potegi punktu MA- MB = MP - MO. Ponadto z potegi punktu M
wzgledem w otrzymujemy, ze MA- MB = MX - MY. Zatem MX - MY =
MP - MO, co oznacza, ze na mocy potegi punktu, punkty X, O, Y, P sa
wspélokregowe. Ponadto XO = OY, zatem <X PO = JOPY, skad teza. [

Zadanie 4. Styczne poprowadzone z punktéw B i C' do O(ABC) przecinajg
sie w punkcie P. Okrgg opisany na rzutach punktu P na proste zawierajgce boki
AABC przecina BC w punkcie D réznym od tych rzutéw. Niech AA’ bedzie
srednicg O(ABC). Wéwezas A'D 1 BC.

Dowdd. Niech @ bedzie punktem izogonalnie sprzezonym do P wzgledem AABC.
Wéwezas, z prostego rachunku na katach otrzymujemy, ze QC || AB. Zatem
BA' 1 AB || QC = BA’ 1 QC. Analogicznie CA’ 1 BQ. A’ jest wiec orto-
centrum ABQC, skad QA’ 1 BC. Z faktu 4. punkt D jest oczywiScie rzutem
na BC, zatem @, A’ i D sa wspolliniowe z czego wynika juz teza zadania. [
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Rozwigzania

Zawody indywidualne grupy A

1. Zbiér S liczb catkowitych nazwiemy fajnym jesli dla dowolnych trzech
roznych liczb a, b, ¢ ze zbioru S zachodza podzielnosci

al|bc, b|ca oraz c| ab.

Pokazaé, ze istnieje zbior fajny ztozony z 2018 wzglednie pierwszych liczb cal-
kowitych.

Rozwiazanie:
Niech pi1,p2,...,p2018 beda réznymi liczbami pierwszymi. Wéwczas zbiér
{a1,az,...,a2018}, gdzie
1 .
a; = — -p1p2...p2o1g dlai € {1,2,...,2018}
i
spelnia warunki zadania. O
2. Dana jest liczba catkowita dodatnia n oraz liczby rzeczywiste a1, as, . . ., Gy,-

Pokazaé, ze istnieja m, k € {1,2,...,n} takie, ze

m n
Sa- > <l
i=1 i=m+1
Rozwiazanie:
m n
Niech S, := Zai - Z a; 1.8y := —=S,. Wtedy S;, — 2a,, = Sim—1-
i=1 i=m-+1

Rozpatrzmy ciag Sy, Sn—1, ..., 51, 50. Bez szkody mozemy zalozy¢, ze S,, > 0,
Woéwezas znajdujemy i > 1 takie, ze S; > 0> S;_1.

PI"ZypuééHly7 7e S; = ISz‘ > |ai| i—S,_1= ‘Si_1| > |Cll| Poniewaz S; —2a; =
Si—1, to —=S; 4+ 2a; > |a;|, wiec 2a; > S; + |a;| > 2|a;|— co jest niemozliwe. [

3. Okrag wpisany w tréjkat ABC (AB < AC) jest styczny do bokéw BC,
CA i AB w punktach odpowiednio D, E' i F. Punkt S jest $rodkiem tuku BAC
okregu w opisanego na tréjkacie ABC. Prosta SD przecina w w punkcie P.
Prosta AP przecina odcinek EF w punkcie (). Pokaza¢, ze QD 1 EF.

Rozwigzanie:
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Niech FF N BC = L. Wéwczas

JQPD = YAPS = YACS = ¥SCB — JACB = B ; ¢
oraz
QLD = SFLB = 180° — XLFB — SLBF =
B-C

A
=180° — [ 90° — — ) — (180° — B) = .
(90 5) - 50— 1) = 25
Wobec tego na czworokacie F'LPD mozna opisa¢ okrag. Poniewaz P.S polowi
kat BPC, oraz (L,D;B,C) = 1, to $DPL = 90°. Z cyklicznosci czworokata
FLPD uzyskujemy, ze QD L EF. U

4. Dany jest okrag w $rodku w punkcie O. Odcinek AB jest cieciwa tego
okregu i nie jest jego érednica. Cieciwa AC' tego okregu przechodzi przez srodek
odcinka OB. Proste OC' i AB przecinaja si¢ w punkcie P, zas proste OA i BC
przecinaja sie w punkcie Q. Dowie$é, ze PC = AQ.

Rozwigzanie:

Niech D bedzie punktem symetrycznym do punktu C wzgledem $rodka M
odcinka OB. Czworokat OCBD jest wéwczas rownoleglobokiem; w szczegol-
nosci zachodza réwnosci BD = CO = AO. Korzystajac teraz z rownoleglosci
DB || CP, DO || CQ oraz z twierdzenia Talesa otrzymujemy

pPC AC AQ AC
—— =— oraz — = —.
BD _ AD “™ 40 T 4D
pPC A
Stad wynika réwnosé stosunkéw 5D = %, ktéra w polaczeniu z uzyskana
wczesniej zaleznoscia BD = AO daje teze. O
5. Dane sa liczby rzeczywiste dodatnie x1, xo, ..., x,. Pokazaé, ze istnieja

ai,azg,...,a, € {—1,1} takie, ze

2 2 2 2
a1 xy + a2xs + ...+ anz;, = (@111 + asxe + ...+ apwy)”.

Rozwiazanie:
Bez szkody zalézmy, ze ©1 > ... > x,. Pokazemy indukcyjnie, ze a1 = ag =
.=1ias =a4 =... = —1 spelniaja warunki zadania.

Jeslin =1, to a; = 1, wiec 122 = 22 > (a121)% JeSlin =2, toa; = 1 =
—ag, wiec

alz% + agxg = 9:% — x% = (z1 — z2)(z1 + 22) > (21 — :172)2 = (a1xo + a2$2)2,
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gdyz z1 > .

Wezmy teraz n > 3. Ustalmy o, ..., 2, i zauwazmy, ze wyrazenie a;z? +
et an2? — (a1m1 + ... + apw,)? jest funkcja liniowa wzgledem z;. Rozpa-
trzmy wspélczynnik A przy xp w powyzszym wyrazeniu. Zauwazmy, ze A =

—2(asxa+ ...+ anxyn) =2(xa —x3+ x4 — ...+ (—1)"x,) >0, gdyz z2 > x5 >
... > x,. Wobec tego a12? + ... + a,2? — (a171 + ... + a,x,)? minimalizuje
sie, gdy &1 = z9. Jednakze, gdy x1 = x2, to a; = 1 = —aq, wiec nieréwnosé z

zadania jest réwnowazna nastepujacej
2 2 2
asxs + ...+ apx, > (azrs + ...+ apnty)”,

ktora jest prawdziwa na mocy zalozenia indukcyjnego dla n — 2 liczb. O

6. W rzedzie danych jest kilka liczb catkowitych dodatnich. Operacjg na-
zwiemy wyboér sasiednich liczb x i y przy czym x lezy na lewo od y oraz x >y
i zamiane pary (z,y) na (y + 1,z) lub (z — 1,z). Pokazaé, ze mozna wykonaé
jedynie skonczenie wiele operacji.

Rozwiazanie:
Na poczatku zauwazmy, ze operacja nie zwieksza maksymalnej liczby w
rzedzie. Niech aq,as, ..., a, beda liczbami w rzedzie po pewnej iloSci operacyi.

Rozwazmy sume
S =a1+2as+ ...+ na,.

Pokazemy, ze S zwieksza sie o dodatnia liczbe catkowita po wykonaniu operacyi.
Niech operacja zamienia pare (a;, a;+1) dla pewnego i € {1,2,...,n} na (X, a;)
gdzie a; > a;41 oraz X = a;41 + 1 lub X = a; — 1. Nowa i stara wartosé¢ S
zmienilta sie o

R = (’LX + (l + 1)(11) - (’LCLZ + (’L + 1)ai+1) = 0; — Q41 + Z(X — ai+1).
Latwo widzimy, ze R jest liczba catkowita dodatnia, gdyz a; — a;4+1 > 1 oraz
X — Ai+1 > 0.

7 drugej strony

S<(1+2+...+n) max{as,as,...,a,} = stala warto§é

a poniewaz po wykonaniu operacji S si¢ zwigksza, nie mozna wiec wykonaé
nieskonczenie wielu operacyi. O

7. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f: RT — R takie, ze dla dowolnych liczby
rzeczywistych dodatnich x,y zachodzi réwnoséé

(z +y)f(f(2)y) = 2*f(f(2) + F(y)).
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Rozwiazanie:
Niech P(z,y) oznacza réwnos¢ dana w zadaniu. Jezeli f(a) = f(b) dla
pewnych a,b € R™, to poréwnujac P(a,x) i P(b,z) dostajemy, ze

rta zxT+b
a2 b2
dla dowolnego = > 0, wiec a = b, skad f jest injekcja.
Rozpatrujac teraz P(3,3) dostajemy

(wr(2)=r () ()

Z injektywnosci f mamy zatem, ze

3 3 3 3

1 (5)=(2)+1(3)
wiec f(%) + if(%) = 0, co jest niemozliwe, gdyz f przyjmuje tylko wartosci
dodatnie. N

8. Wyznaczyé wszystkie liczby catkowite a > 1, b > 1 takie, ze a | b+ 1
oraz b | a® — 1.

Rozwiazanie:
7Z podzielnoéci wynika, ze b = ka—1 oraz a® —1 = £b = fka—{, dla pewnych
kifl. Zatem, a | £ — 1, wiec £ = ma + 1 dla pewnego m. Wobec tego dostajemy
réwnosé
a’—mka+m—Fk=0.

Wyroéznik powyzszego rownania kwadratowego jest rowny
A =m?k? — 4m + 4k.

Jesli m < k, to (mk)? < A. Ponadto A < (mk + 2)? wtedy i tylko wtedy,
gdy (m — 1)(k + 1) > —2. Zatem m # 0, to (mk)? < A < (mk + 2)2, stad
A = (mk+1)%. Jednakze ostatnia réwnosé implikuje, ze —4m + 4k = 2mk + 1,
co nie moze zajsS¢ ze wzgledu na parzysto$é¢ stron. Wobec tego m = 0 i1 wtedy
a=k?oraz b =ka — 1 = k3 — 1. Zatem pary (s, s> — 1), gdzie s > 2 spelniaja
warunki zadania.

Jedli m > k, to A < (mk)? oraz A > (mk — 2)? wtedy i tylko wtedy, gdy
(m+1)(k—1) > 0. Zatem, gdy k # 1, to (mk —2)? < A < (mk)?, wiec
A = (mk —1)%, czyli —4m + 4k = —2mk + 1 i znéw dostajemy sprzeczno$é ze
wzgledu na parzystosé. Zatem k=1iwtedya=m—1lib=ka—1=a—-1=
m — 2. Wobec tego pary (s,s — 1), gdzie s > 3 jest liczba calkowita spelniaja
warunki zadania.
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Jedli m = k, to mamy pary (s%,s% — 1), gdzie s > 2 jest liczba catkowita
spelniajace warunki zadania. O

9. Niech M bedzie $rodkiem tuku BC' (niezawierajacego punktu A) okregu
w opisanego na trojkacie ABC o $rodku w punkcie O. Wysoko$¢ trojkata ABC
opuszczona z wierzchotka A przecina w w N. Proste przechodzace przez O
i réwnolegte do M B i MC przecinaja AB i AC w punktach K i L, w tej
kolejnosci. Pokazaé, ze NK = NL.

Rozwigzanie:

Niech AB < AC. Na czworokacie ALOK mozna opisaé okrag, gdyz IKOL =
JCOMB = 180 — ¥ K AL. Niech AN przecina okrag opisany na tréjkacie AKL
w punkcie S # A. Wiadomo, ze SKAO = $SAL, wiec OK = LS i SOKL
trapezem réwnoramiennym. Ponadto

JOSA=30KA=IMBA=IMNA,

wigc MN || OS. Jednakze OM || SN, stad OMNS jest réwnoleglobokiem i
NS =0OM = ON. Wobec tego N lezy na symetralnej OS,skad NK = NL. [J

10. Wyznaczy¢ wszystkie wielomiany P(x) o wspélczynnikach rzeczywi-

stych takie, ze réwnosé
xP(y> +yP(x> =z+y
x Y

zachodzi dla dowolnych niezerowych liczb rzeczywistych x i y.

Rozwiazanie:

Ktadac y = 1 dostajemy réwnosé xP (%) = x4+ 1 — P(x). Prawa strona
powyzszej rownosci nie zawiera poteg ujemnych zmiennej x. Wobec tego w lewej
stronie wszystkie ujemne potegi x musza by¢ zredukowane przez x, stad P jest
liniowy. Wstawiajac P(x) = ax + b do wyjéciowego réwnania otrzymujemy, ze
b =1— a, wiec funkcje liniowe axz — a + 1 sa jedynymi funkcjami spelniajacymi
warunki zadania. O

11. W trapezie ABC D, suma dlugosci podstaw AB i C'D jest réwna prze-
katnej BD. Niech M bedzie srodkiem odcinka BC', i niech E bedzie obrazem
punktu C' w symetrii wzgledem prostej DM . Pokazaé, ze YAEB = SACD.

Rozwiazanie:

Niech P bedzie punktem na przekatnej BD takim, ze PD = C'D. Wéwczas
PB = AB, co w polaczeniu z réwnolegloscig prostych AB i CD pokazuje, ze
tréjkaty réwnoramienne DCP i APB sa podobne, skad punkty A,C i P sa
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wspolliniowe. Poniewaz DE = DP = DC, to punkty F, P i C leza na okregu
o érodku w punkcie D.

Z réwnosci M B = MC = M E wnioskujemy, ze < BEC = 90°, wiec M D ||
EB. Zatem

YEPA = %MDC — YABE,

wiec na czworokacie ABPE mozna opisaé¢ okrag. W szczegdlnoéci SAEB =
JACD. O

12. Wyznaczy¢ wszystkie takie tréjki liczb naturalnych (k,m,n), ze trzy
Sciany prostopadlo$cianu k x m X n o wspdélnym wierzcholku mozna okleié
niezachodzacymi na siebie prostokatami 3 x 1. Prostokaty moga by¢ zaginane
na krawedziach prostopadloscianu.

Rozwiazanie:

Pole powierzchni trzech $cian o wspélnym wierzchotku wynosi km+kn+mn;
aby oklejenie tych Scian bylo mozliwe, liczba ta powinna by¢ podzielna przez 3.
Jesli jedna z liczb k, m, n dzieli sie przez 3, to podzielnoéé 3 | km+ kn+mn ma
miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy przynajmniej jedna z dwoch pozostatych liczb
takze dzieli sie przez 3. Jest jasne, ze jesli przynajmniej dwie z liczb k, m,n sa
podzielne przez 3, to kazda z trzech rozwazanych Scian prostopadlo$cianu ma
bok o dlugoéci podzielnej przez 3 i kazda z tych $cian z osobna mozna okleié
prostokatami 3 x 1.

Wykazemy teraz, ze jesli zadna z liczb k, m,n nie jest podzielna przez 3, to
zadane oklejenie nie jest wykonalne. Potraktujmy kazda z trzech badanych Scian
jako prostokatna tabele zlozona z po6l bedacych kwadratami jednostkowymi.
Wprowadzmy w tych tabelach numeracje wierszy i kolumn przyjmujac, ze w
kazdej tabeli pierwszy wiersz i pierwsza kolumna sa przylegte do wspdlnego
wierzchotka P rozwazanych trzech Scian. Nastepnie w kazdej tabeli pomalujmy
na niebiesko wszystkie pola, ktorych numer wiersza lub numer kolumny daje
reszte 2 z dzielenia przez 3. Pozostale pola pomalujmy na czerwono.

Pola czerwone w jednej tabeli sa zgrupowane w kwadratach 2 x 2, by¢ moze
z wyjatkami przy brzegach tabeli. Poniewaz jednak liczba kolumn daje reszte 1
lub 2 z dzielenia przez 3, wiec albo ostatnia kolumna jest niebieska, albo trzecia
od konca jest niebieska. Wynika stad, ze nie istnieja czerwone prostokaty 1 x 2
w ostatniej kolumnie tabeli, ktore bylyby zawarte w kwadratach 2 x 2, gdyby
tabela miala jedng kolumne wiecej. Analogiczne stwierdzenie jest prawdziwe
dla ostatniego wiersza. Natomiast w pierwszym wierszu i w pierwszej kolumnie
znajduje si¢ jedno czerwone pole narozne oraz czerwone prostokaty 1x2. Wobec
tego wszystkie czerwone prostokaty z wyjatkiem pola naroznego zawierajacego
wierzcholek P maja przynajmniej jeden bok o dlugosci parzystej. Stad wniosek,
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ze liczba pél czerwonych w kazdej tabeli jest nieparzysta i w takim razie liczba
wszystkich czerwonych pdl jest nieparzysta.

Nietrudno natomiast spostrzec, ze kazdy prostokat 3 x 1 przyklejony do
trzech Scian o wierzchotku P pokrywa parzysta liczbe czerwonych pél. Zatem
opisane w zadaniu oklejenie nie jest mozliwe. O
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Zawody indywidualne grupy B

1. Dana jest liczba calkowita dodatnia n oraz liczby rzeczywiste aq, as, . . ., ap.
Pokazaé, ze istnieja m, k € {1,2,...,n} takie, ze

m n
Zai— E a;| < |agl-
i=1 i=m+1
Rozwigzanie:
Patrz rozwiazanie zadania 2 grupy A. O

2. Okrag wpisany w tréjkat ABC (AB < AC) jest styczny do bokéw BC,
CA i AB w punktach odpowiednio D, E i F. Punkt S jest srodkiem tuku BAC
okregu w opisanego na tréjkacie ABC. Prosta SD przecina w w punkcie P.
Prosta AP przecina odcinek FF w punkcie Q. Pokazaé, ze QD | EF.

Rozwiazanie:
Patrz rozwiazanie zadania 3 grupy A. O

3. Dana jest nieskoficzona rodzina zbioréw 3-elementowych. Udowodnié, ze
jezeli kazde dwa z tych zbioréw maja niepusta cze$¢ wspdlna, to istnieje taki
zbiér 2-elementowy, ktory ma niepusta cze$¢ wspdlnag z kazdym zbiorem z tej
rodziny.

Rozwiazanie:

Niech {a,b,c} bedzie jednym z danych zbior6w. Gdyby kazdy z elementéw
a, b, ¢ nalezal do skonczenie wielu pozostalych zbiorow z danej rodziny, to
wsrod pozostatych zbioréw istniatoby nieskoniczenie wiele zbioréw roztacznych
ze zbiorem {a,b,c}, whrew zalozeniom zadania. Mozemy zatem przyjaé, ze
element a nalezy do nieskonczenie wielu zbioréow z rozpatrywanej rodziny.

Jedli element a nalezy do wszystkich zbioréw rodziny, to teza jest oczywiscie
spelniona. W przeciwnym razie mozemy bez ograniczenia ogélnosci rozumowa-
nia przyjaé, ze wéréd danych zbioréw istnieje zbiér postaci {b, d, e}, przy czym
elementy d, e sa rézne od a.

Jezeli kazdy zbidr z rozwazanej rodziny zawiera element a lub b, to zbiér
{a, b} spelnia teze zadania.

W przeciwnym przypadku istnieje w danej rodzinie zbior S nie zawierajacy
zadnego z elementéw a, b. Zauwazmy, ze istnieje nieskonczenie wiele zbioréw ro-
dziny zawierajacych element a i nie zawierajacych elementu b (gdyz w przeciw-
nym razie istnialoby nieskofczenie wiele zbioréw postaci {a, b, z} dla réznych



elementéw zx, ale wéwczas jeden z takich zbioréw bytby rozlaczny ze zbiorem
S 1 otrzymaliby$my sprzeczno$¢ z warunkami zadania). Kazdy z takich zbio-
réw ma niepusta cze$¢ wspdlng ze zbiorem {b, d, e}. Wobec tego nieskonczenie
wiele zbioréw danej rodziny zawiera elementy a,d lub zawiera elementy a,e.
Nie zmniejszajac ogélnoéci przypusémy, ze istnieje nieskonczenie wiele zbiorow
postaci {a, d, x} dla réznych wartosci z. Kazdy zbiér danej rodziny ma niepusta
cze$¢ z dowolnym zbiorem tej postaci, a zatem musi zawiera¢ element a lub d.
W tej sytuacji zbiér {a,d} spelnia teze. O

4. Dane sa liczby rzeczywiste dodatnie x1,x9,...,x,. Pokazaé, ze istnieja
ai,as,...,a, € {—1,1} takie, ze
2 2 2 2
a1xy + a2x5 + ...+ anz;, > (@111 + agxe + ...+ apwy)”.
Rozwiazanie:

Patrz rozwiazanie zadania 5 grupy A. O

5. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f: Ny — N, takie, ze dla dowolnych
m,n € Ny zachodzi f(mn) = f(m)f(n) oraz m+n | f(m)+ f(n).

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze f(1) = f(1)2, wiec f(1) = 1. Ponadto dla dowolnej liczby
-1
pierwszej p > 2 mamy p | f(2)f pT + 1, wiec nie istnieje liczba pierwsza

p > 2 dzielgca f(2). Oczywiscie, f(2) # 1 jako, ze 2 4+ 2 nie dzieli 1 + 1,
zatem f(2) = 2* dla pewnego naturalnego k. Rozumujac indukcyjnie dostajemy
réwnoéé, f(2') = 2% dla dowolnej liczby I € N. Poniewaz 2 + 4[2% + 4%, to k
jest nieparzyste.

Ustalmy teraz liczbe naturalng n. Wtedy n + 2!|f(n) + 2¥! dla dowolnego
I > 1. Jednakze n + 2'|n* + 2% g¢dy7 k jest nieparzyste, stad n + 2!|f(n) — n*.
Powyzsza podzielno$é zachodzi dla dowolnego | > 1 calkowitego, wiec f(n) —
n* =0, skad otrzymujemy rozwigzanie f(n) = n*.

Bezpoérednio stwierdzamy, ze funkcje te spelniaja warunki zadania. O

6. Dany jest trojkat ostrokatny ABC, w ktorym AB # AC. Okrag o $rodku
J jest styczny w punkcie F do odcinka BC' oraz jest styczny do przedluzen bo-
kéw AB i AC. Odcinki BC' i AJ przecinaja sie w punkcie D. Okregi opisane na
tréjkatach ABC' i ADFE przecinajg si¢ w punkcie F' réznym od A. Udowodnié,
ze SAF.J = 90°.

Rozwigzanie:
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Nie tracac ogélnosci przyjmijmy, ze AB > AC; wtedy punkt F' lezy po
przeciwnej stronie prostej AB niz punkt C. Niech dany w tresci zadania okrag
o érodku J bedzie styczny do polprostych AB i AC odpowiednio w punktach
P i Q. Poniewaz

YEFA=9ADC = 4CBA+ ¥BAD = 4CFA + 4BAD,

wiec

YEFC = SEFA— SCFA = ¥BAD — %{BAC.

Z réwnoéci L BFC = <BAC wynika zatem, ze pétprosta FE jest dwusieczna
kata BFC i w takim razie

BF _BE _BP
CF CE 0@

Stad i z zaleznosci
JFBP =180° — YFBA =180° — SFCA = SFCQ

uzyskujemy podobienstwo trojkatéw FBP i FCQ, ktére prowadzi do wniosku,
ze $FPA = SFQA. Wobec tego punkty A, F,P,(Q leza na jednym okregu.
Jednak z uwagi na réwnoéci YAPJ = 4AQJ = 90° érednicy tego okregu jest
odcinek AJ, a to oznacza, ze SAFJ = 90°. O

7. Wyznaczyé wszystkie liczby catkowite a > 1, b > 1 takie, ze a | b+ 1
oraz b | a® — 1.

Rozwiazanie:
Patrz rozwiazanie zadania 8 grupy A. O

8. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f: R — R takie, ze nastepujacy zbior

{f(;)::ceR\{O}}

jest skonczony oraz dla dowolnego = € R zachodzi réwnosé
fla—1-f@) = f@) -z —1.
Rozwiazanie:

Oznaczmy réwnanie funkcyjne przez (x). Polézmy z :=y — 1 — f(y) w (x).
Wtedy f(2y — 2f(y) — 1) = 2f(y) — 2y — 1 dla dowolnego rzeczywistego y.
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WeZmy teraz y := 2z —2f(z) — 1 dla pewnego z. Wtedy f(4z—4f(z)—1) =
4f(z)—4z—1. Indukcyjnie pokazujemy, ze f(2"(z— f(z))—1) = 2"(f(z)—x)—1
dla dowolnego rzeczywistego x oraz liczby naturalnej n.
Rozpatrzmy teraz funkcje g(x) := f(x) — 2. Powyzszy zwiazek przeksztalca
sie do zaleznosci
g9(=2"g(x) = 1) = 2""g(x)

prawdziwej dla dowolnego rzeczywistego x. Wobec tego

9(=2"g(x) 1) _ 2""g(x)
—2ng(x) =1 —2ng(z) — 1

. . g\x
Poniewaz

przyjmuje tylko skonczenie wiele wartoéci dla niezerowych x, to

z powyzszej rownosci wnioskujemy, ze funkcja

2n+lg(x)

h(n,z) = Sgle) +1

przyjmuje skonczenie wiele wartosci.
Przypusémy teraz, ze g(zo) # 0 dla pewnego zg. Wtedy

2

2 —h(n,x9) = Figlao) £ 1

nie moze przyjmowac jedynie skonczenie wiele wartosci, gdyz dla réznych ny, no,
mamy 2™ g(xzg) # 2"2g(xzp). Uzyskana sprzecznos$é pokazuje, ze g(x) = 0 dla
dowolnego z, wiec f(x) = x. O

9. Wewnatrz czworokata wypuklego ABC D, nie bedacego trapezem, lezy
taki punkt X, ze $ADX = 4BCX, DAX = SCBX i wszystkie te katy sa
ostre, oraz taki punkt Y, ze AY = BY i CY = DY. Dowie$¢, ze SAY B =
2-JADX.

Rozwiazanie:
Niech M i N beda takimi punktami na symetralnej odcinka AB, ze trOsz%ty
AM
AMN i ADX sa podobne oraz maja t¢ sama orientacje. Wowcezas 45 = AX
co wraz z réwnoscia katéw SMAD = YNAX daje podobiefistwo tréjkatéw
AMD i AN X. Analogicznie dowodzimy, ze ze zgodnego podobienistwa tréjka-

tow BM N i BCX wynika podobienstwo tréjkatéw BMC i BN X. Zatem
CM BM AM DM
XN BN AN XN’
czyli CM = DM. Wobec tego punkt M pokrywa sie z punktem Y, gdyz syme-
tralne odcinkéw AB i C'D maja dokladnie jeden punkt wspolny, a stad
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JAYB = 4AMB = 294AMN =24 ADX.

10. W czworokacie wypuklym ABCD przekatna AC' jest dwusieczna kata
BAD. Ponadto $ADC = J$ACB. Punkty X i Y sa rzutami prostokatnymi
punktu A na BC' i CD, odpowiednio. Pokazaé, ze ortocentrum trojkata AXY
lezy na prostej BD.

Rozwiazanie:

Oczywiscie na czworokacie AXY C mozna opisa¢ okrag, ktéry nazwiemy w.
Niech F i F beda punktami przeciecia w z AB i AC, odpowiednio. Przez H
oznaczmy punkt przeciecia EFY i F X. Z twierdzenia Paskala zastosowanego dla
punktéw H, A, G, X, C,Y dostajemy, ze punkty B, H, D sa wspolliniowe.

7 drugiej strony

JAFX = JACX = SADC,

wigc XF || CD, skad XF L AY. Podobnie pokazujemy, ze YE | AX, wiec H
jest ortocentrum tréjkata AXY. O

11. Wyznaczy¢ wszystkie takie tréjki liczb naturalnych (k,m,n), ze trzy
Sciany prostopadlo$cianu k X m X n o wspdélnym wierzchotku mozna okleié
niezachodzacymi na siebie prostokatami 3 x 1. Prostokaty moga by¢ zaginane
na krawedziach prostopadloscianu.

Rozwigzanie:
Patrz rozwiazanie zadania 12 grupy B. O

12. Dowiesé, ze kazdy wielomian o wspétczynnikach rzeczywistych jest roz-
nica dwoch wielomianéw rosnacych.

Rozwiazanie:

Wielomian nazwiemy dobrym, jesli jest roznicg dwéch wielomianéw rosna-
cych. Jest jasne, ze suma dwbéch wielomianéw dobrych jest wielomianem do-
brym oraz iloczyn wielomianu dobrego przez dowolna stala rzeczywista jest wie-

lomianem dobrym. Wobec tego wystarczy udowodnié, ze jednomiany 1,z, 22,

23, ... sa dobre, ale to wynika z nastepujacych wzoréw:
1=(x+1) -z,
g2h=1 g2kl _ p2k-1

22 = (2L 2% oka) — (2% 4 2k2).
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W ostatnim wzorze wielomian z4*~1+2kz jest oczywiscie rosnacy jako suma
dwéch wielomianéw rosnacych. Natomiast dla wielomianu W (z) := z**~1 4
x2¥ 4+ 2kx obliczamy bezposrednio, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a,b
mamy

2k—1 2k—2
W(a)-W(b) = (b—a) (Z ((aib%_l_i)2 + (aibzk_l_i) + 1) + ab Z (aika_Q_i)2> .

Z nieréwnoséci t2+t+1 > 0 wynika, ze drugi czynnik jest dodatni, gdy liczby
a, b sa tego samego znaku lub jedna z nich jest zerem. Wobec tego W (a) < W (b)
zachodzi dla ¢ < b < 0 oraz dla 0 < a < b, a to pozwala wnioskowaé, ze
wielomian W jest rosnacy. O
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Zawody indywidualne grupy C

1. Okrag wpisany w trojkat ABC (AB < AC) jest styczny do bokéw BC,
CAi AB w punktach odpowiednio D, F i F. Punkt S jest $rodkiem tuku BAC'
okregu w opisanego na trdjkacie ABC. Prosta SD przecina w w punkcie P.
Prosta AP przecina odcinek EF w punkcie (). Pokazaé, ze QD 1 EF.

Rozwigzanie:
Patrz rozwiazanie zadania 3 grupy A. O

2. Liczbe naturalng nazwijmy dobrg jedli jest postaci n? + 1 dla pewnej
liczby catkowitej n. Pokazaé, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb dobrych k,
ktére nie posiadaja dzielnika dobrego réznego od 11 k.

Rozwiazanie:

Niech X bedzie zbiorem liczb spelniajacych warunki zadania, natomiast Y
zbiorem liczb, ktére posiadaja co najmniej jeden dzielnik dobry (rézny od 1 i
samej liczby).

Zal6zmy, ze X jest nieskoficzony i niech X = {1, 22,..., 21}, gdzie 1 <
To < ... < w. Latwo zauwazyé, ze dowolna liczba z Y posiada dzielnik ze
zbioru X.

Rozpatrzmy liczbe A = (w125 ...171)% + 1. Poniewaz A jest liczba dobra
wieksza niz xy, to A € Y. Wobec tego A posiada dzielnik w zbiorze X, co jest
niemozliwe, gdyz x; | A — 1 dla kazdego i € {1,2,...,k}. O

3. Czy istnieje na plaszczyznie konfiguracja 22 okregéw i 22 punktow leza-
cych na tych okregach, ze na dowolnym okregu lezy co najmniej siedem punktéw
i dowolny punkt lezy na co najmniej siedmiu okregach?

Rozwigzanie:
Pokazemy, ze nie istnieje konfiguracja punktéw P; i okregéow C; spelniaja-
ca warunki zadania (i € {1,2,...,22}). Przypusémy, ze istnieje. Rozpatrzmy

wszystkie pary (P, {C1,C2}), gdzie punkt P lezy w czesci wspdlnej okregdw Cy
i C5. Poniewaz kazdy punkt nalezy do co najmniej 7 okregéw, to dla ustalonego
punktu P, co najmniej (7) par okregéw Ci, Cs jest takich, ze P € Cy N Co.
Wobec tego taczna liczba powyzszych par jest nie mniejsza niz 22- (;) 7 drugiej
strony C1; NCy ma co najwyzej 2 elementy, wiec istnieje co najwyzej 2 - (222) par

(P,{C1,Cs}). Jednakze 2- (%) = 22- (;), stad liczba szukanych par jest réwna
22 ().



Rozpatrzmy macierz zero-jedynkowa A, ktérej (i, j)-ty wyraz jest réwny 1
wtedy i tylko wtedy, gdy P; € C;. Latwo zauwazyé, ze A - AT jest macierza
majacg na gtéwnej przekatnej 7 a na pozostalych miejscach 2. Wyznacznik
takiej macierzy jest rowny 49-52% (éwiczenie). Jednakze det(A- A7) = (det A)?,

wiec 49 - 52! jest kwadratem liczby calkowitej — sprzecznogé. O
4. Dane sa liczby rzeczywiste dodatnie x1, 2o, ..., x,. Pokazaé, ze istnieja
ai,as,...,an € {—1,1} takie, ze

2 2 2 2
a1x] + agxs + ...+ apzi > (a121 + asxa + ..+ anxy)”.

Rozwiazanie:
Patrz rozwiazanie zadania 4 grupy B. O

5. Punkty O i H sa odpowiednio srodkiem okregu opisanego i ortocentrum
w tréjkacie ABC. Punkt P jest obrazem punktu A wzgledem prostej OH.
Zalézmy, ze A i P lezy po przeciwnych stronach prostej BC. Punkty E, F leza
na AB, AC odpowiednio tak, ze BE = PC oraz CF = PB. Niech prosta AP
przecina OH w punkcie K. Pokazaé, ze <EKF = 90°.

Rozwigzanie:

Oczywiscie punkt P lezy na okregu opisanym na tréjkacie ABC. Niech
G # A bedzie punktem przecigcia okregdéw opisanych na tréjkatach AEF i
ABC'. Ponadto, niech P’ oznacza drugi punkt przeciecia prostej AP z okregiem
opisanym na tréjkacie AEF.

Jedli I, J to érodki odpowiednio BC, EF, to punkt G jest srodkiem podo-
biefistwa spiralnego, ktdre przeksztalca punkty B, C, I, P na punkty E, F, J, P’
w tej kolejnosci. Zachodza réwniez podzielnosci

PF PC BE GE

PE PB CF GF
z ktérej wynika, ze punkty G, J, P’ lezg na jednej prostej. Zatem punkty G, I, P
sg rowniez wspoéltliniowe. Stad i z podobienstwa spiralnego wokot G wnioskuje-
my, ze I.J || P'P .

Niech teraz S bedzie drugim koticem $érednicy AS okregu opisanego na
tréjkacie ABC. Wéwezas punkty H,I,S sa wspdlliniowe (znany lemat) oraz
PK || SP, wiec obraz L punktu P w symetrii wzgledem punktu I lezy na
prostej OH. Ponadto

JELF =360° — {BEL — SFCB — 4<BLC =
=360° — (180° — SAEL) — (180° — YAFL) — $CPB = 90°.
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Poniewaz IJ || KP, to IJ L KLOH, wiec IJ polowi odcinek K L. Oznacza
to, ze JK = JL = JE = JF, czyli punkty E, F, K i L leza na okregu o srodku
w punkcie J. W szczegélnoéci S EKF = 90°. O

6. Niech h > 3 bedzie liczba catkowita a X zbiorem wszystkich liczb catko-
witych nie mniejszych niz 2h. Niech S bedzie niepustym podzbiorem X takim,
ze

1. jeSlia>h,b>horaza+be S,toabe S,
2. jeSlia > h,b>horazabe S, toa+beS.

Pokazaé, ze S = X.

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze dla a € S, a — h > h, wiec h(a — h) € S, czyli S jest
nieograniczony, gdyz h(a — h) > a.

Niech hy = 3 [%} + 3 > h. Ustalmy a € S takie, ze a > 9hy. Wtedy
a—hg > h, skad b := ho(a — ho) € S. Ponadto 3| b i g > 2h. Wtedy

(39 ()~ () @) s

wiec %b +44 % —1 =043 € S. Przez prosta indukcje pokazujemy, ze b+3n € S
dla dowolnego catkowitego n > 0.

WeZmy teraz dowolny © > 2h i rozpatrzmy ciag {zy }n>0 okreslony nastepu-
jaco: g = x oraz xnp4+1 = h(x, —h). Niech N > 0 bedzie taka liczba calkowita,
ze tn > b+ ho. Wtedy ¢ := ho(eny — ho) > boraz 3| c. Zatem 3 | c—b > 0,
wiec na mocy powyzszych spostrzezen ¢ = b+ c — b € S, skad uzyskujemy, ze
N = hg + xn — ho nalezy do S.

Latwo zauwazy¢, ze xny € S implikuje, ze zy_1 € S, wiec przez prosta
indukcje x = ¢ € S. O

7. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f: R — R takie, ze nastepujacy zbior

{f(m):xeR\{O}}

T
jest skonczony oraz dla dowolnego = € R zachodzi réwnosé
fle=1-f(z))=f(z) -z -1

Rozwiazanie:
Patrz rozwiazanie zadania 8 grupy B. U

8. Funkcja f prowadzaca ze zbioru punktéw przestrzeni tréjwymiarowej R?
w ten sam zbiér spetnia warunki:
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e dla dowolnych dwéch punktéw A, B € R? odlegloéé pomiedzy punktami
f(A) i f(B) jest réwna odleglosci pomiedzy A i B,

e istnieje taka liczba naturalna n, ze dla dowolnego punktu A spelniony
jest warunek f(M(A) = A (gdzie f™) oznacza n-krotne zlozenie funkcji

)
Wykazaé, ze istnieje punkt A € R3 taki, ze f(A4) = A.

Rozwigzanie:

Zauwazmy na poczatek, ze jezeli A, B, C' € R? oraz punkt C lezy na odcin-
ku AB to f(C) lezy na odcinku f(A)f(B). Wynika to z faktu, ze punkt C jest
jedynym punktem, ktéry jest jednocze$nie w odlegtosci AC od punktu A i w
odlegtoéci BC od punktu B oraz podobnie, istnieje dokladnie jeden punkt X,
ktéry jest w odleglosci AC od punktu f(A) i w odlegltoéci BC' od punktu f(B)
(edyz | f(A)f(B)| = |AB|). Mamy wiec f(C) = X, a X lezy oczywiscie na od-
cinku f(A)f(B). Co wiecej, jasne jest, ze punkt f(C) dzieli odcinek f(A)f(B)
w tym samym stosunku co punkt C' dzieli odcinek AB.

Za pomoca indukcji po m > 1 udowodnimy nastepnie, ze dla dowolnego
skoficzonego uktadu punktéw {Aq, Ag, ..., A} C R3, ktérych érodkiem ciezko-
§ci jest punkt G, $rodkiem cigzkosci uktadu punktéw {f(A41), f(A42),..., f(Am)}
jest punkt f(G). Dla n = 1 nie ma czego dowodzi¢. Zalézmy zatem, ze f prze-
prowadza $rodek ciezkosci G’ uktadu {A1, Aa, ..., A1} na $rodek ciezkosci
ukladu {f(41), f(A2),..., f(An—1)}. Zauwazmy, ze G lezy na odcinku A,,G’
i dzieli go w stosunku 1 : (m — 1). Z poczatkowe]j obserwacji wynika wiec,
ze punkt f(G) lezy na odcinku f(A,,)f(G’) i dzeli go réwniez w stosunku
1:(n—1). Tym samym skoro f(G’) jest srodkiem ciezkosci uktadu punktéw
{f(A1), f(A2),..., f(Am=1)}, to f(G) jest srodkiem cigzkosci uktadu punktéw
{f(A1), f(A2),..., f(Am—1), f(Amn)}. Konezy to dowdd indukeyjny.

Ustalmy dowolny punkt A € R? i rozwazmy uklad punktéw

S={A f(A), f(f(A)),.... f""D(A)}.

Z drugiego zalozenia danego w zadaniu wynika, ze f(S) = S. W szczegdlnodei,
obrazem $rodka ciezkosci G zbioru S jest $rodek ciezkosci zbioru f(S) = S,
czyli punkt G. Punkt G jest wiec szukanym punktem stalym funkcji f i dowod
jest zakonczony.

9. Okrag o érodku w punkcie I jest styczny do boku BC nieréwnoramien-
nego tréjkata ABC w punkcie D. Punkt X lezy na luku BC (niezwierajacego
punktu A) okregu opisanego na tréjkacie ABC. Punkty F i F sa rzutami punk-
tu X na proste BI i C'I, odpowiednio. Punkt M jest $érodkiem odcinka EF.
Pokazaé, ze jesli MB = MC, to $BAD = 4CAX.

Rozwigzanie:
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Niech I4 bedzie $rodkiem okregu A-dopisanego do tréjkata ABC, natomiast
punkt N érodkiem tuku BAC.

Dla dowolnego punktu P na prostej NI definiujemy punkt P* jako srodek
odcinka taczacego rzuty punktu P na proste BI i C'I. Niech S bedzie rzutem
prostokatnym punktu I na NI 4. Podobienstwo spiralne o érodku w S pokazuje,
ze punkty P* leza na pewnej prostej £, gdy P € N1y4.

Jezeli P = I 4, to P* jest oczywiscie srodkiem M odcinka BC. Rozpatrzmy
teraz punkt N*. Jesli R 1 @ sa rzutami N na BI i CI, odpowiednio, to punkty
Q,M,C, N leza na okregu, wiec

1
IMQC = SMNC = §<)£BAC.
Wobec tego kat miedzy prostymi QM i BI jest réwny
1 1
180° — §<IBAC —JQIB = 180° — §(<IABC + $BCA+ SCAB) = 90°.

Podobnie RM 1 CI, zatem czworokat NRM(Q jest rownoleglobokiem. W
szczegblnosci N* jest srodkiem tego rownolegloboku, wigc lezy na M N.

Laczac powyzsze fakty wnioskujemy, ze £ jest symetralng odcinka BC'. Za-
tem dla dowolnego punktu P mamy, ze BP* = CP* wtedy i tylko wtedy, gdy
P € NI, wiec punkt X z warunkéw zadania jest przecieciem NI, z okregiem
opisanym na tréjkacie ABC.

Rozpatrzmy teraz przeksztalcenie ¢ bedace zlozeniem inwersji o $rodku
w punkcie A i promieniu réwnym v AB - AC z obrazem wzgledem dwusiecz-
nej kata BAC. Wtedy ¢(Ia) = I oraz ¢(N) = K, gdzie K jest przecieciem
dwusiecznej kata zewnetrznego BAC' z prosta BC. Ponadto prosta BC oraz
okrag opisany na trojkacie ABC sa przeksztalcane na siebie poprzez ¢, wiec
¢(K) = D. Oznacza to w szczeg6lnosci, ze X i D leza na prostych izogonalnych
wzgledem kata BAC, czyli teze zadania. O

10. Okrag o $rodku w punkcie I jest wpisany w czworokat ABC D. Punkty
M i N leza na odcinkach AI i CI, odpowiednio, przy czym <M BN = %<IABC’.
Pokaza¢, ze $MDN = 14 ADC.

Rozwiazanie:

Na podstawie rownosci AB — AD = CB — CD, otrzymujemy, ze punkty
A i C leza na hiperboli Q o ogniskach B i D. Poniewaz <BAI = <IAD
oraz LDCI = JICB, to proste IA,IC sa styczne do £ w punktach A i C
(znany fakt konstrukcji stycznej), odpowiednio. Réwno$é $MBN = 14 ABC
pokazuje, ze prosta M N jest réwniez styczna do €, wiec w réwniez SMDN =
%&ADC’. O

11. Dana jest liczba bezkwadratowa parzysta n oraz liczba pierwsza p
wzglednie pierwsza z n taka, ze p < 24/n oraz istnieje catkowita liczba k taka,
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ze p | n + k2. Pokazaé, ze istnieja parami rézne liczby catkowite dodatnie a, b,
c takie, ze n = ab + bc + ca.

Rozwiazanie:

Niech & = m (mod p), gdzie 0 < m < p. Zauwazmy, ze m > 0, w prze-
ciwnym wypadku p | k, wiec p | n co jest niemozliwe, gdyz p i n sa wzglednie
pierwsze. Z owej wzglednie pierwszosci oraz parzysto$ci n wynika réwniez, ze
p > 2. Zatem p —m i m sg liczbami réznej parzystosci.

Niech ¢ bedzie nieparzysta liczba ze zbioru {m, p—m}. Poniewaz 0 < m < p1i
p | n+k? toc > 0oraz p | n+c?. Wobec tego istnieje ¢ € N takie, ze pg = n+c?.
Korzystajac z nieréwnosci miedzy $rednig arytmetyczng a geometryczng oraz
zalozenia p < 24/n mamy, ze

2
= n+c > 2¢cy/n0
p p

> C.

Jednakze, n jest liczba bezkwadratowa, wiec réwnos¢ w powyzszej nieréwnosci
nie moze zaj$¢, stad g > c.
Przyjmijmy teraz a := q¢ — ¢ oraz b := p — ¢ i zauwazmy, ze

n+c2:pq:(a+c)(b+c):ab+ac+bc+02.

Wobec tego n = ab + bc + ca, gdzie a,b,c > 0.

Wystarczy teraz pokazac, ze a, b i ¢ sa parami rézne. Jesli b = ¢, to p = 2c,
co jest niemozliwe, gdyz p > 2. Jedlia = b, to p = ¢, stad n = p? — ¢ =
(p—c)(p+c). Poniewaz p i ¢ sa nieparzyste, to 2 | p—c1i2 | p+c zatem 4|n co
przeczy temu, ze n jest liczba bezkwadratowa. Jesli natomiast a = ¢, to ¢ = 2¢
i 2pc —n = 2. Z parzystoéci n dostajemy, ze 2 | ¢ — sprzecznosé. Wobec tego
liczby a, b, c spelniaja zadane warunki. O

12. Pokazaé, ze dla dowolnej liczby naturalnej n istnieje doktadnie jeden
wielomian f stopnia n taki, ze f(0) = 1 oraz funkcja (z + 1)f(z)? — 1 jest
funkcja nieparzysta.

Rozwigzanie:

Rozpatrzmy nastepujace ciagi wielomiandw:

go(w) =1, ho(x) =0,

92n+1(2) = gon(2),

hont1(x) = =292, (7) — han(),
92n(2) = g2n—1(z) + 2xh2n_1(z),
hon(z) = —hap—1(2)

Latwo zauwazy¢, ze g,(0) = h,(0) dla dowolnego n € N. Ponadto funkcja
Jn jest parzysta a funkcja h,, jest nieparzysta.
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Zdefiniujmy teraz wielomian stopnia n réwny fn, () := gn(x)+hp (). Wow-
czas fn(0) =0 oraz

[(z+ 1) fu(@)? = U+ [(—2 + 1) ful—2)* = 1] = [(z + 1)(gn + hn)(2)* — 1]+
+[(~a +1)(gn + hy)(—2)* = 1] = (x + 1)(g ($)+h2 (@) + 295 () hn () +
+ (—a + 1)(gn (@) + hiy () — 2gn () ha (2 ))

=49, (x)h, (x) + 292 (x) + 2h% (x) —2 =

gdzie ostatnia réwnoséé, ktéra oznaczymy przez (x) jest dobrym ¢éwiczeniem
rachunkowym.

Jedynosé pokazemy przez indukcje wzgledem n. Dla n = 0 jest to oczywiste.
Wezmy fr,(z) = gn()+hn(x) i przypusémy ze rozwiazanie f,_1 jest jedyne dla
n — 1. Jedli n jest parzyste, to zauwazamy, ze deg g, = n, degh, = n — 1 oraz
deg(gn + 2zh,) < n — 2. Ponadto funkcje g = g,, + 2zh,, i h = —h,, spelniaja
réwno$é (x) oraz deg(g + h) = n — 1. Wobec tego z zalozenia indukcyjnego
gn + 2zh,, = gn—1 oraz —h, = h,_1, czyli f, jest jedyna funkcja stopnia n
spelniajaca warunki zadania. Analogicznie pokazujemy przypadek, gdy n jest
nieparzyste. O
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Mecz matematyczny grupy A

1. Udowodnij, ze w rozwinieciu dziesietnym liczby (5 + 1/26)2°*® na pierw-
szych 2018 miejscach po przecinku nie wystepuje cyfra 7.

Rozwiazanie:

Ze wzoréw skréconego mnozenia wynika, ze (v/26 + 5)2°18 = a + b/26 dla
pewnych liczb catkowitych a, b. Wtedy tez (v/26—5)2°" = a—by/26. To oznacza,
ze liczba (v/26 + 5)2018 4+ (1/26 — 5)2018 = 2q jest catkowita. Latwo sprawdzié,
ze /26 —5 < 1—10, czyli (v/26 —5)2018 < 102%. Z poprzedniej obserwacji wynika,
ze pierwsze 2018 cyfr po przecinku to 9, czyli nie ma tam cyfry 7. O

2. Niech a,b, z,y, z beda dodatnimi liczbami rzeczywistymi takimi, ze a +
b =3 oraz zyz = 1. Udowodnij ze (ax + b)(ay + b)(az +b) > 27.

Rozwigzanie:

3. Niech n bedzie liczbg calkowita dodatnia. Udowodnié, ze istnieja liczby
catkowite dodatnie a i b, takie, ze

a>+a+1=mn>+n+1)0*+b+1).

Rozwigzanie:
Biorac a = n%, b =n — 1 mamy

a>+a+1 nt+n?+1 nt4+n?+1 9
— = =N +n+1.
24+b+1 (n—-124+m-1)+1 n?2-n+1

4. Dla liczby calkowitej dodatnie a, definiujemy liczbe M (a) jako liczbe
takich liczb catkowitych dodatnich b, ze a 4+ b | ab. Znajdz wszystkie 1 < a <
2018 dla ktérych zachodzi M(a) > M (b) dla kazdego 1 < b < 2018.

Rozwiazanie:



5. Niech a, b, ¢ beda takimi liczbami rzeczywistymi dodatnimi, ze
min(ab, be, ca) > 1. Pokazadé, ze

Y@+ D)+ D)@ +1) < <a+3b+c> +1.

Rozwiazanie:

6. Znajdz wszystkie funkcje f: Z — Z takie, ze

f@=fy) = f(f(=) - fly) -1

dla dowolnych liczb catkowitych x,y.

Rozwiazanie:

7. Dane jest n panstw. Niech wspélczynnik ankapizacji danego panstwa to
liczba calkowita z przedziatu [0, N). Granice miedzy panstwami maja swoja
szczelnosé okreslong liczbg rzeczywista. Ze wzgledu na nature anarchokapita-
lizmu, jezeli w jednym z dwoch graniczacych ze soba panstw wspdiczynnik an-
kapizacyi jest wiekszy od szczelnosci granicy miedzy nimi, to te wspdélczynniki
obu tych panstw sa sobie rowne. Liczba sposobow ankapizacji to liczba mozli-
wych przyporzadkowan wspélczynnikow ankapizacji do panstw, zeby warunek
byl zachowany. Wykazac, ze dla kazdej grupy panstw istnieje inna mozliwa gru-
pa panstw, w ktérej kazde panstwo ma co najwyzej dwdch sasiadow, i liczba
sposobéw ankapizacji jest taka sama.

Rozwigzanie:

Zapiszmy to zadanie w jezyku teorii graféw. Dany jest graf nieskierowany
G = (V,E,s), gdzie V to zbiér wierzchotkéw odpowiadajacych panstwom, E
to zbiér krawedzi odpowiadajacych granicom miedzy panstwami, a s : £ — Z
to funkcja na krawedziach (mozemy bez starty ogélnosci zaltozy¢, ze szczelnosci
granic sa liczbami catkowitymi). Powiemy, ze funkcja f : S — Z N[0, N) jest
dobra, gdy Yyver(max{f(u), f(v)} > s(uv) = f(u) = f(v)). Wzmocniona teza
brzmi wtedy, ze dla kazdej pary G istnieje graf G taki, ze liczba dobrych funkcji
dla G jest taka sama, jak liczba dobrych funkcji dla G’, i G’ jest Sciezka.

Pokazemy rekurencyjna konstrukcje G’ wraz z bijekcja ze zbioru dobrych
funkcji do G na zbiér dobrych funkeji do G'. Gdy graf ma tylko jeden wierz-
chotek, G' = G oczywiscie dziala. Zal6zmy, ze G = (V, E,s) ma wiecej niz
jeden wierzcholek i jest spdjny (gdy nie jest spéjny, mozemy wykonaé kon-
strukcje na kazdej ze spéjnych sktadowych osobno, a potem potaczy¢ je krawe-
dziami o szczelnoéci N). Niech z to najwicksza taka liczba catkowita, ze graf
H = (V,{e € E: s(e) < z},s) (to jest, graf G z wyrzuconymi krawedziami o
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szezelnoscei wigkszej lub réwnej ) nie jest spdjny, i niech jego sp6jne skladowe
to Ay, Ag, ..., Ag. Niech A} to graf utworzony w wyniku tej rekurencyjnej kon-
strukcji dla A; i N := 2 + 1 (konstrukcja istnieje, bo A; jest mniejsze od G).
Wtedy graf G’ bedzie grafem utworzonym z polaczenia Sciezek A}, A5, ..., A}
krawedziami o szczelnosci x w jedna Sciezke. Pokazemy teraz, ze istnieje bijek-
cja miedzy dobrymi funkcjami dla G a dobrymi funkcjami dla G’. Rozwazmy
dobra funkcje f dla G. Moze zachodzi¢ przypadek, ze J,ev f(v) > z, z cze-
go wynikaloby, ze f jest funkcja stala (poniewaz H byloby spéjne, gdyby$my
wzieli krawedzie o szczelnoSci mniejszej lub réownej x), wiec w bijekeji ona od-
powiada funkcji stalej dla G’ o tej samej wartosci. W przeciwnym wypadku
Veev f(v) < z, czyli mozemy f rozpatrywaé osobno w kazdym A;, zastosowad
bijekcje dla nich rekurencyjnie, i otrzymaé dobra funkcje dla grafu G’. Analo-
giczne rozumowanie mozemy przeprowadzi¢ w druga strone.

Pokazaliémy zatem dla kazdego grafu, ze istnieje Sciezka, na ktorej liczba
dobrych funkcji jest taka sama, co bylo do udowodnienia. O

8. Dana jest n-wymiarowa szachownica o wymiarach k£ x k x ... X k. Na
niektorych jej polach stoja wieze. Méwimy, ze dwie wieze si¢ bija, gdy stoja na
polach, ktére maja wspdlna pewna wspolrzedng. Udowodnié, ze dla dowolnej
liczby catkowitej nieujemnej s, sposréd sk™ 1 + 1 wiez na szachownicy mozna
wybra¢ s + 1, z ktérych zadne dwie si¢ nie bija.

Rozwigzanie:
Kazde pole na danej n-wymiarowej szachownicy mozna utozsamié¢ z n-
elementowym ciggiem o wyrazach ze zbioru {0,1,2,...,k — 1}. Dwie wieze

stojace na polach, ktére odpowiadaja ciagom (z1,Z2,...,Zn), (Y1,Y2,---,Yn)
bija sie wtedy i tylko wtedy, gdy dla pewnego 1 < ¢ < n zachodzi rownosé
x; = y;. Musimy wiec wykazaé, ze z dowolnego zbioru sk™ ! + 1 ciagéw n-
elementowych o wyrazach ze zbioru {0, 1,2,...,k — 1} mozna wybra¢ s+ 1, w
taki sposéb, ze dowolne dwa z wybranych ciagdéw réznia sie na kazdej wspot-
rzednej.

Powiemy, ze dwa ciagi (z1,%2,...,2n), (Y1,Y2,---,Yn) S& zgodne jezeli ist-
nieje taka liczba calkowita 7, ze y; = z; + r (mod k) dla dowolnego i =
1,2,...,n. Oczywiscie kazdy ciag jest zgodny sam ze soba i jest to relacja
symetryczna. Latwo ponadto zauwazy¢, jezeli zgodne sg ciagi (x1,xa,...,Ty)
z (ylvaa s 7yn) oraz (ylvaa s 7yn) Z (Zla 22y e Zn)7 to CIQgI Y Wyraza'Ch Ty,
z; rowniez sa zgodne. Oznacza to, ze zbior wszystkich ciagdéw n-elementowych
o wyrazach ze zbioru {0,1,2,...,k — 1} mozna podzieli¢ na klasy, w taki spo-

sOb, ze dwa ciagi naleza do jednej klasy wtedy i tylko wtedy, gdy sa zgodne.
Poniewaz wszystkich rozwazanych ciagow jest k™, a dla danego ciagu istnieje
dokladnie k ciaggéw z nim zgodnych (liczac réwniez jego), to takich klas jest
dokladnie k" ~'. Z zasady szufladkowej Dirichleta wynika wiec, ze z dowolnego
zbioru sk” ! 4 1 ciagéw pewne s + 1 znajduje sie w jednej klasie, czyli s one
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parami zgodne. Pozostaje zauwazy¢, ze dwa rozne ciagi zgodne réznig sie na
kazdej wspétrzednej. Konczy to rozwiazanie zadania. O

9. Dana jest szachownica n X n. Dominik i jego Burek graja w gre. Zaczyna
Dominik. Na poczatku na kazdym polu szachownicy jest 99 kamieni. W kazdym
ruchu gracz wybiera wiersz lub kolumne i usuwa kamien z kazdego pola w tym
wierszu lub kolumnie. Gracz moze wybra¢ dana kolumne lub wiersz wtedy, gdy
na kazdym polu w tej kolumnie lub wierszu jest przynajmniej jeden kamien.
Gracz przegrywa gdy nie moze wykonaé¢ ruchu. Wyznacz wszystkie liczby n,
dla ktérych Dominik ma strategie wygrywajaca.

Rozwigzanie:

Pokazemy, ze gra konczy sie wtedy i tylko wtedy, gdy na szachownicy nie
ma zadnego kamienia. Zalézmy przeciwnie, ze gra jest zakonczona i na pewnym
polu (a,b) (pole w a—tym wierszu i b — tej kolumnie) jest kamienr. To oznacza,
ze pewne pola (a, ¢), (b, d) sa puste. Niech w;, k; oznaczaja liczbe wybordéw od-
powiednio i—tego wiersza oraz i—tej kolumny. Mamy wtedy w, + ky < 99 oraz
Wy + ke = wy + ky = 99. Po dodaniu dwéch ostatnich réwnan i wykorzysta-
niu powyzszej nieréwnosci dostajemy wg + k. > 99, co jest niemozliwe, gdyz
na polu (d,c) bylo 99 kamieni. Widzimy teraz, ze aby zakoniczy¢ gre, zawsze
musimy zabraé¢ wszystkie kamienie z szachownicy, czyli wykona¢ 99n ruchéw.
To oznacza, ze Dominik wygra gdy 2 1 99n, czyli dla nieparzystych n. O

10. Dany jest trojkat ABC. Punkty I i J sg $rodkami okregéw wpisanego
i dopisanego do boku BC w tym tréjkacie. Dwusieczna kata BAC przecina
okrag opisany na tréjkacie ABC po raz drugi w punkcie M. Punkt L jest
srodkiem tuku ABM. Proste NJ i NI przecinaja okrag opisany na trdjkacie
ABC odpowiednio w punktach S i T, r6znych od N. Wykazaé, ze proste ST,
BC' i IJ przecinaja sie¢ w jednym punkcie.

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze SNMA = SNAM = SNTM, skad dostajemy podobien-
stwo trojkatéow NIM i NMT. Na mocy tego podobienstwa dostajemy rownoscé:

NI NM

NM — NT’
czyli NM? = NI - NT. Podobnie pokazujemy, ze NM? = NJ - NS.

Na podstawie tych dwoch réwnoéci i twierdzenia o potedze punktu otrzy-
mujemy, ze punkty I,7,S5 i J leza na jednym okregu. Korzystajac teraz z
twierdzenia o trzech osiach potegowych dla okregdéw opisanych na czworoka-
tach: ABMC, ITJS, BICJ dostajemy teze zadania. O
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11. Okrag w jest wpisany w tréjkat ABC. Punkty D i E sa punktami
stycznosci okregu w odpowiednio z bokami BC' i CA. Okrag 7 przechodzi przez
punkty B i C'ijest styczny do w w punkcie X . Niech M bedzie érodkiem odcinka
DE. Wykazacé, ze punkty B, X, M i D leza na jednym okregu.

Rozwiazanie:

Niech C' i P bedg punktami przeciecia okregu opisanego na BXC i AC),
natomiast S'i 7T beda $rodkami odpowiednio tukéw PC' i BC okregu opisanego
na BXC. Punkty X, D,T leza na jednej prostej, zatem

agxpquXTzéggxa

Z kolei z twierdzenia o symedianie mamy ¥DXM = SCXE. Punkty X, E, S
leza na jednej prostej, zatem

§0XE:qCX5:%qCXR
Ostatecznie

IBXM =<4BXD+<DXM = %@BXO +JCXP) =
= %<IBXP =90° — %<)DCE = JEDC = 180° — <BDM,

co nalezalo pokazac. O

12. Dany jest rownoleglobok ABCD i punkty A; i C; odpowiednio na
bokach AB i BC. Proste AC i C' A, przecinaja sie w punkcie P. Zalézmy, ze
okregi opisane na tréjkatach AA; P i CC1P przecinaja sie w punkcie @ # P,
lezacym wewnatrz tréjkata ABD. Udowodnij, ze {PDA = $QBA.

Rozwigzanie:

Niech okrag opisany na tréjkacie AA; P przecina bok DA ponownie w punk-
cie Ay, a okrag opisany na tréjkacie C'C1 P przecina C'D ponownie w punkcie
Cy. Teraz

JOQP = 4PCB = 4PAA; = 180° — 4 A,QP,

zatem punkty C, Q) i Ay sa wspoélliniowe. Analogicznie A, @ i Cy sa wsp6tli-
niowe. Mamy teraz

JCDAy =180° — $DAA, = 180° — SA,PC,

czyli na czworokacie A3 PC'D da sig¢ opisaé¢ okrag. Analogicznie na czworokacie
A1 BCQ da sie opisaé okrag. Mamy wiec

JQBA = JQBA, = QCA, = SQCP = ¥A;CP = S A, DP = SADP.
0
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Mecz matematyczny grupy B

1. Dane sa liczby calkowite dodatnie a, b, ¢, dla ktérych liczba a® — be jest
kwadratem liczby calkowitej. Wykazaé, ze liczba 2a + b + ¢ jest zlozona.

Rozwiazanie:

Niech a? — bc = 2 dla pewnej liczby catkowitej = oraz zalézmy, ze 2a + b+
¢ = p dla pewnej liczby pierwszej p. Odejmujac b + ¢ od obu stron rownosci i
podnoszac do kwadratu dostajemy zalezno$¢

4a® = (b+c)? +2p(b + ¢) + p*.
Wykorzystujac pierwszg réwnosé otrzymujemy
4a% + 4bc = (b4 ¢)® + 2p(b + ¢) + p?,
czyli
42% = (b—c)* + 2p(b+¢) + p*

lub ostatecznie
2r—b+c)2z+b—c) =p(2b+ 2c+p).

W szczegdlnosci p dzieli jeden z czynnikdéw wystepujacych po lewej stronie
réwnosci. Ze wzgledu na symetrie zadania wzgledem b i ¢ mozemy zalozy¢,
ze p|2x — b+ c. Zauwazmy, ze oba czynniki wystepujace po po prawej stronie
rownosci sa dodatnie. Czynniki po lewej stronie sg zatem tego samego znaku.
Jezeli jednak b > ¢, to 2x + b — ¢ > 0 i podobnie jezeli b < ¢, to 2z —b+ ¢ > 0.
Obie te liczby sa zatem dodatnie. Z podzielnosci p|2z — b + ¢ wynika wiec
oszacowanie p < 2x — b+ c¢. Z nieréwnoéci a > x dostajemy jednak

20+b+c=p<2xr—b+c<2a—-b+c<2a+b+ec

Jest to sprzecznosé, ktora konczy rozwiazanie zadania. O

2. Udowodni¢, ze dla dowolnej liczby caltkowitej dodatniej n liczba
n n n
3]+l 2]+

n

jest parzysta.

Rozwigzanie:



Niech d(n) oznacza liczbe dodatnich dzielnikéw liczby calkowitej n > 0.
Wykazemy, ze dla dowolnej liczby catkowitej n zachodzi réwnosé

A +d@)+ . +dm) = |3+ [ ]+ [ 2]
1 2 n
Istotnie, lewa strona réwnania zlicza dzielniki kolejnych liczb od 1 do n. Prawa
strona natomiast dla kazdej liczby ¢ = 1,2,...,n zlicza dla ilu liczb od 1 do n
jest ona jej dzielnikiem — ¢ jest bowiem dzielnikiem kazdej z liczb ¢, 21, . . .| LLZLJ -1,
czyli jest dzielnikiem dokladnie L%J z tych liczb liczb. Obie strony réwnoéci
zliczaja wiec taczna liczbe dzielnikéw liczb od 1 do n.

Zauwazmy dalej, ze liczba d(4) jest nieparzysta wtedy i tylko wtedy, gdy i
jest kwadratem liczby catkowitej. Istotnie, wszystkie dzielniki liczby ¢ mozna
pogrupowaé¢ w pary postaci {d, 5} Nieparzystosé liczby dzielnikéw jest zatem
rownowazna temu, ze w pewnej parze znajdzie sie dwa razy ta sama liczba, co
oznacza, ze i = d2. Korzystajac z tej obserwacji oraz udowodnionej wczeéniej
réwnosci otrzymujemy

L?J + {gJ +...+ L%J =d(1)+d(2)+...+d(n) =m (mod 2),
gdzie m oznacza liczbe kwadratéw liczb catkowitych w przedziale od 1 do n.
Nietrudno jednak zauwazyé, ze m = |\/n]. Stad juz wynika parzysto$é¢ sumy
danej w zadaniu. O

3. Wyznaczy¢ wszystkie ciagi arytmetyczne aq,as,... dla ktérych istnieje
liczba naturalna N > 1 taka, ze dla dowolnej liczby naturalnej k zachodzi
podzielnoéé

a1Gg ...0E | AN$1ANT2 -« - AN 1K

Rozwigzanie:

Niech a,, = ag+nd. Jesli ag = 0 lub d = 0, to {an }n>0 spelnia postulowane
warunki. Bez szkody mozemy wigc zalozy¢, ze , ag-d # 0 oraz NWD(ag, d) = 1.

Zauwazmy, ze dla k > N mamy

M:=aj-as - -an | ags1 - apto - apen =: R.

Poniewaz M > N!, to istnieje liczba pierwsza p taka, ze v, (M) > v,(N!), gdzie
vp(n) oznacza najwickszy wykladnik potegi p, ktéra dzieli n.
Wobec tego biorac k takie, ze p»(M) | M | ag + dk, to

R=dYN! (mod pv»(™))
co jest niemozliwe, gdyz NWD(p,d) = 1.

Ostatecznie szukane ciagi odpowiadajg ciggom takim, ze ag = 0 lub d =0
tzn. a, = nd lub a,, = const. O
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4. Udowodni¢, ze dla liczb dodatnich a, b, ¢, d > 0 prawdziwa jest nieréwnosc¢

(a+0)(b+c)(c+ d)(d + a)(1 + Vabed)* > 16abed(1 + a)(1 + b)(1 + c)(1 + d).

Rozwiazanie:
Wykazemy nastepujacy

Lemat. Dla dowolnych liczb dodatnich x, y prawdziwa jest nieréwnosé

ety o 2/
(1+z)(1+y) =~ 1+ 792

Dowdd lematu. Po przemnozeniu przez mianowniki i uproszczeniu wyrazow
podobnych dana nieréwno$¢ sprowadza sie do postaci

2y + oyt a4y > 2238 + 2Ty

Pozostaje zauwazy¢, ze na mocy nieréwnoéci miedzy $rednia arytmetyczna a
geometryczng prawdziwe sg zaleznosci

22y 4+ ay® > 222y ay? = 2/23y3  oraz x4y > 2/,

Dowodzi to lematu.
Przechodzimy do gléwnej czeéci rozwiazania. Korzystajac z lematu otrzy-
mujemy

(a+b)(b+c)(c+d)(d+a) a+b c+d
= b d
1+l )1+l +d  (Fal+siragara toetd
N 2Vab  2Ved (bt atd) - 4\/abcd(b+c)(a+d).
(14+Vab)? (14 Ved)? (14 Vab)2(1 + ved)?

Z nieréwnosci Cauchyego-Schwarza wynika oszacowanie (b+c)(a-+d) > (vVab+
\/@)2. Laczac je z udowodnionym przez nas lematem dla z = v/ab oraz y = ved
dostajemy

4v/abed(b + c)(a + d) 4v/abed(Vab + Ved)? S (4v/abed) - (2v/ab) - (2v/cd)
(14 Vab)2(1 + Ved)? ~ (1 +Vab)2(1 + Ved)? (1 + Vabed)*

- 16abcd
(14 vabed)*

WykazaliSmy w ten sposéb, ze

(a+b)(b+c)(c+d)(d+ a) < 16abced
(1+a)1+b)(1+c)1+d) ~ (1+ Vabed)*’
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co jest rownowazne tezie zadania. O

5. Dany jest ciag liczb calkowitych {a, }n>0 taki, ze ap = 1,a; = 3 oraz
Apio =1+ {MJ dla n > 0.
Qp

N L ‘s . 5
W zaleznosci od n, obliczy¢ warto$¢ wyrazenia a, - any2 — as .
Rozwiazanie:
Pokazemy, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi réwnoscé

2 n
G~ Ang2 — Gpyq = 2",

W tym celu rozpatrzmy ciag {b,}n>0 zdefiniowany nastepujaco: by = ag = 1,
by = a1 = 3 oraz
bn+2 == 4bn+1 - 2bn

Wowezas latwo pokazaé stosujac indukcje wzgledem n, ze dla dowolnej liczby
naturalnej n zachodzi rownosé

bpobn — b2, = 2"

Ponadto widzimy, ze b,+1 > 2b,, wiec b, > 2™ dla dowolnego naturalnego
n. Wobec tego

b2
bpyo — 2L =0
\‘ +2 bn J )

2
a poniewaz ciag {by }n>0 jest ciagiem liczb catkowitych, to b,10 = 1+ L ZHJ )
n

skad oczywidcie mamy, ze b, = a,, dla dowolnego n € N. O

6. Wyznaczy¢ wszystkie pary wielomianéw (P(x), Q(x)) o wspdlczynnikach
rzeczywistych, ktore dla dowolnego x € R spelniaja warunek

P(z)Q(z +1) — Pz + 1)Q(z) = 1.

Rozwigzanie:

Zalézmy najpierw, ze stopien wielomianéw P i @) nie przekracza 1, tzn. ze
mozna je zapisa¢ w postaci P(x) = ax + b oraz Q(z) = cx + d dla pewnych
liczb rzeczywistych a, b, ¢, d. Dane rownanie przybiera wowczas postac

(ax +b)(cx +c+d) — (ax+a+b)(cx +d) =bc—ad = 1.
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Réwnosé be — ad = 1 jest zatem rownowazna danemu warunkowi dla wielomia-
néw rozwazanej postaci. Udowodnimy, ze sa to wszystkie rozwiazania zadania
rowniez w przypadku ogdlnym.

Zalézmy, ze P(x) jest wielomianem stopnia n o wspélezynniku wiodacym
an, za$ Q(x) jest wielomianem stopnia m o wspélezynniku wiodacym b,,. Ko-
rzystajac ze wzoru dwumianowego Newtona latwo zweryfikowaé, iz wspolczyn-
nik przy "' w wielomianie P jest réwny na,. Analogicznie, wspélczynnik
przy ™! w wielomianie @ jest réwny ma,,. Wynika stad, ze wspélczyn-
nik przy ™! w wielomianie P(z)Q(z + 1) — P(z + 1)Q(x) jest réwny
anbm (n—m). Z réwnoéci danej w zadaniu wynika, ze jezeli tylko m+n—1 > 0,
to wspdlezynnik ten jest réwny 0, czyli m = n. W przypadku m+n—1 =0 do-
chodzimy do sytuacji rozwazanej w poprzednim fragmencie rozumowania. Jezeli
istnieje wiec para wielomianéw (P, @), ktéra spelnia dany warunek i z ktérych
co najmniej jeden posiada stopien wiekszy ngz 1, to deg P = deg@Q =n > 2.

Rozwazmy teraz wielomian Qo(z) = Q(z) — o= P(x). Zauwazmy, ze

P(z)Qo(x+ 1) — P(z + 1)Qo(x)

— P@)Qr+1) — PP+ 1) — Pla+1)Q) + 2 P(2)Plx +1)

=P@)Qx+1)— Plz+1)Q(x) = 1.

Wynika stad, ze para wielomianéw (P, Qg) réwniez spelnia warunek dany w
zadaniu. Co wiecej, tatwo sprawdzié, ze stopien Qg jest mniejszy od n, a jedno-
czesnie zalozyliSmy, ze n > 2. Para wielomianéw (P, Qo) o réznych stopniach
spelia wiec dany warunek i deg P > 2. Jest to sprzecznosé¢ z poprzednim frag-
mentem rozumowania. Wielomiany postaci P(x) = ax+b, Q(x) = cx+d, gdzie
bc — ad = 1 stanowiag wiec jedyne rozwiazanie zadania. O

7. Dany jest skonczony zbiér os6b S o nastepujacej wlasnosci: dowolne
dwie osoby o tej samej liczbie znajomych w S nie maja wspélnych znajomych
w S. Udowodnié, ze jezeli w S istnieje osoba, ktéra ma przynajmniej jednego
znajomego, to w S istnieje réwniez osoba, ktéra posiada dokladnie jednego
zZnajomego.

Rozwigzanie:

Rozwazmy osobe A ze zbioru S, ktora posiada maksymalna mozliwa liczbe
n znajomych. Z zalozenia zadania wynika, ze n > 0. Oznaczmy znajomych A
jako A1, As, ..., A, izauwazmy, ze dla dowolnych 1 <4 < j < n osoby A4;, 4;
posiadaja rézne liczby znajomych — A jest bowiem ich wspdélnym znajomym.
Oczywiscie, kazda osoba A; posiada niezerowa liczbe znajomych, gdyz A jest
jej znajomym. Co wiecej, zadna z oséb A; nie posiada wiecej niz n znajomych,
gdyz przeczyloby to wyborowi A. Skoro liczba znajomych kazdej z n oséb A;
nalezy do zbioru {1,2,...,n} i zadne dwie osoby nie posiadaja tej samej liczby
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znajomych, to istnieje osoba A;, ktéra posiada dokladnie 1 znajomego. Konczy
to dowod. O

8. W wierzchotkach grafu skoficzonego bez petli i krawedzi wielokrotnych
umieszczono lampy. Ruch polega na tym, ze wybieramy lampe, a nastepnie
zmieniamy stan tej lampy oraz wszystkich lamp sasiednich, tj. zapalamy zgaszo-
ne i gasimy zapalone. Na poczatku wszystkie lampy sa zgaszone. Rozstrzygnaé
w zaleznosci od grafu, czy mozna je wszystkie zapali¢ za pomoca skonczonej
liczby ruchow.

Rozwigzanie:

Udowodnimy nie wprost, ze dla kazdego grafu taka operacja jest mozliwa.
Przypuéémy zatem, ze G jest grafem, dla ktorego nie da sie tego zrobié i spo-
§rod takich graféw ma najmniej wierzchotkéw. Rozwazmy graf G z usunietym
jednym wierzchotkiem. Z zalozenia wiemy, ze w tym mniejszym grafie istnie-
je sekwencja ruchéw zapalajaca wszystkie lampy tego grafu. Gdyby ta sama
sekwencja w grafie G zapalala rowniez lampe w pozostalym wierzchotku, mie-
libySmy sprzeczno$é. Powtarzajac to rozumowanie dla wszystkich wierzchot-
kéw grafu G widzimy, ze istnieje sekwencja ruchéw zmieniajaca stan wszyst-
kich wierzchotkéw poza jednym dowolnie wybranym. Wykonujac dwie takie
sekwencje dla dwéch réznych wierzchotkéw spowodujemy zmiane stanu tylko
tych dwodch, reszte pozostawiajac bez zmian. To oznacza, ze gdyby w pewnym
momencie liczba lamp zgaszonych byla parzysta, to zapalajac po dwie uzyskali-
byémy sprzecznosé. W takim razie graf G ma nieparzysta liczbe wierzchotkéw,
a kazdy ruch powoduje zmiane stanu parzystej liczby lamp, co oznacza, ze
kazdy wierzchotek ma nieparzysta liczbe sasiadéw. Zatem suma liczb sasiadéw
wszystkich wierzchotkéw jest nieparzysta, co jest jednak niemozliwe, bo suma
tych liczb to podwojona liczba krawedzi. Sprzecznosé konczy dowdd. O

9. Dany jest zbidér n > 3 punktéow plaszczyzny F, z ktérych zadne dwa
nie sg wspétliniowe. Wykazaé, ze istnieje taki zbiér 7 sktadajacy sie z 2n — 5
punktoéw plaszezyzny, ze kazdy tréjkat wyznaczony przez 3 rézne punkty zbioru
F zawiera punkt ze zbioru 7.

Rozwigzanie:

Niech (x1,91), (X2,92), .. ,(Zn,Yn) beda punktami plaszczyzny zbioru F,,
przy czym zaldézmy, ze v1 < z2 < ... < x, — mozemy tak zalozy¢, gdyz bez
straty ogélnosci mozemy obrécié¢ plaszczyzne tak aby liczby x; byly rézne, a
potem przenumerowaé punkty. Rozwazamy odlegtosé punktu (z;, y;) do prostej
przechodzacej przez punkty (z;,y;), (xr,yx) dla 1 < 4,7,k < n oraz i # j #
k # i. Sposrdéd wszystkich takich odleglosci wybierzmy najmniejsza i oznaczmy
przez d jej polowe.

Zdefiniujmy zbiér 7 skladajacy sie z 2n — 4 punktéw jako
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T = (zi,yi — d), (xs,y: +d): 1 =2,3,...,n— L.

Rozwazmy dowolny trojkat sktadajacy sie z punktow zbioru F i zalézmy, ze
odpowiadajace im indeksy to k < I < m. Latwo zauwazy¢, ze woéwczas jeden z
punktéw (x;, y;—d), (x;, y+d) znajduje sic wewnatrz tego tréjkata — wynika to
stad, ze prosta réwnolegta do osi OY przechodzaca przez punkt (z;, y;) przecina
odcinek laczacy punkty (zk,yx), (Tm, Um) edyz p < @] < Tp,. A zatem T jest
zbiorem 2n — 4 punktow spelniajacych dany warunek. Zauwazmy jednak, ze
jeden punkt ze zbioru 7 jest niepotrzebny. Istotnie, otoczka wypukia zbioru
F jest wielokatem wypuklym o wierzchotkach w zbiorze F. Jako, ze otoczka
zawiera co najmniej 3 wierzchotki mozemy wybraé¢ wierzcholek (z;,y;) taki,
ze 1 < i < n. Jasne jest, ze woéwczas jeden z punktéw (z;,y; — d), (s, y; +
d) lezy po za otoczka wypukla zbioru F, czyli nie lezy we wnetrzu zadnego
tréjkata wyznaczonego przez trzy rézne punkty zbioru F. A zatem usuwajac
go otrzymujemy zbiér 2n — 5 punktéw, ktory spelnia zagdany warunek. O

10. Niech E bedzie suma mnogosciowa pewnej skoniczonej liczby két otwar-
tych na plaszczyznie. Udowodnié¢, ze wsrod tych kot istnieja parami roztaczne
kota K1, K>, ..., K, takie, ze

EC LnJ 3K,
i=1

gdzie dla kola K otwartego o srodku S i promieniu r, przez 3K oznaczamy
kolo otwarte o srodku S i promieniu 3r.

Rozwiazanie:

Niech K; bedzie kolem o maksymalnym promieniu z danej rodziny kot.
Niech K5 bedzie kotem o maksymalnym promieniu, ktére jest roztaczne z K;.
Podobnie, niech K3 bedzie kotem o maksymalnym promieniu, ktére jest roz-
taczne z K7 i Ko. Kontynuujac w ten sposéb dopoki jest to mozliwe otrzymu-
jemy ciag parami roztacznych kot Ky, Ks, ..., K,,. Wykazemy, ze posiada on
zadang wlasnosé.

Rozwazmy dowolny element = € E i udowodnijmy, ze z € |J;_, 3K. Istnieje
takie koto K, ze x € K. Jezeli K = K; dla pewnego 1 < ¢ < n, to nie ma
czego dowodzi¢. W przeciwnym wypadku, z konstrukeji kot Ky, K, ..., K,
wynika, ze istnieje takie koto K, ktorego promien jest nie mniejszy niz promien
K oraz K; N K # (. Wéwczas oczywiscie K C 3K, a wiec z € 3K;. Konhczy to
rozwiazanie zadania. O

11. Punkty M i N leza na boku BC tréjkata ABC, przy czym punkt M
lezy na odcinku BN tak, ze BM = CN. Punkty P i @ leza na odcinkach AN i
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AM , odpowiednio, oraz spelione sg réwnosci {PMC = SMAB i SQNB =
INAC. Pokazaé, ze <QBC = <PCB.

Rozwigzanie:

Niech okrag opisany na tréjkacie PMC przecina prosta AN w punkcie S.
Podobnie zal6zmy, ze okrag opisany na tréjkacie BQN przecina prosta AM w
punkcie T

Pokazemy, ze punkty M, N ; S'iT leza na okregu, co po latwym rachunku
na katach implikuje teze zadania. Poniewaz YATB = SQNB = <PAC oraz
JOSA = JCMP = 4BAT, to tréjkaty ACS i TBA sa podobne. Wobec tego

ﬁ _ £ _ £ BM sin YANM sin <{BTM _ sin SANM _AM
AT BT CN BT  sindCAS sindAMN sinSAMN AN’

Zatem AS-AN = AM - AT, czyli punkty N, M, S, T leza na jednym okregu.

12. Punkt M jest $rodkiem odcinka boku BC' tréjkata ABC wpisanego w
okrag Q. Punkty F i F leza na bokach C'A i AB, odpowiednio, przy czym
ME = MF. Styczne w punktach E i F' do okregu I' opisanego na tréjkacie
AFEF przecinaja sie w punkcie S. Okregi 2 i I' przecinaja sie w punkcie G # A.
Pokazaé, ze LAGS = 90°.

Rozwiazanie:

Niech N bedzie srodkiem odcinka EF. Woéwczas punkty M, N i S leza na
jednej prostej. Przyjmijmy, ze styczne w punktach B i C do ) przecinaja sie
w punkcie T.

Podobienistwo spiralne o srodku w punkcie G przeksztatca punkty N, E, F, S
na punkty odpowiednio M, B,C,T. Zatem

LGST = SGNM = SGMT,

wiec GSMT jest czworokatem na ktorym mozna opisa¢ okrag. Wykorzystujac
twierdzenie o symedianie dostajemy ciag réwnosci

IBGT = <MGC = ¥BMG — $MCG = SBMN — <GMN — SMCG =
= $BMN — SGCE — {MCG = STMN —90° — $BCA =
= 180° — 4 SGT — 90° — (180° — ¥ BGA) = $BGT + 4$SGA — 90°.

Wobec tego LAGS = 90°. O
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