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Zawody indywidualne

1. Kazdemu wierzchotkowi 2014—kata foremnego trzeba przyporzadkowa¢ pewna dodatnig liczbe rzeczy-
wista. Czy mozliwe jest takie przyporzadkowanie, w ktorym kazda liczba jest rowna wartosci bezwzgledne;j
roznicy liczb, ktoére z nig sasiaduja? Odpowiedz uzasadnij.

2. Punkt P lezy wewnatrz trojkata ABC' i spelnia warunki:
/PAB = /PCA oraz /PAC = /PBA.

Punkt O jest $rodkiem okregu opisanego na tréjkacie ABC. Dowiesé, ze jezeli O # P, to kat APO jest prosty.

3 Dana jest liczba pierwsza p > 3 oraz takie liczby catkowite dodatnie a, b, ¢, ze a + b+ c = p+ 1 oraz
liczba a® + b® + ¢3 — 1 jest podzielna przez p. Udowodnié, ze co najmniej jedna z liczb a, b, ¢ jest réwna 1.

4. Znalez¢ wszystkie funkcje f okreslone na zbiorze liczb rzeczywistych i przyjmujace wartosci rzeczywiste
takie, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x i y speliona jest réwnosc:

f@f(y) +2) =2y + f(2).

5. Rozstrzygnaé, czy istnieje nieskonczony ciag liczb naturalnych taki, ze zaden wyraz tego ciggu i zadna
suma dowolnej liczby wyrazéw tego ciagu nie jest potega liczby naturalnej o wyktadniku catkowitym wiekszym
od 1.

6. Punkt M jest érodkiem boku AB trojkata ostrokatnego ABC. Punkt P lezy na odcinku AB, a punkty
S11 .95 sg §rodkami okregéw opisanych odpowiednio na trojkatach APC i BPC. Wykazaé, ze $rodek odcinka
S155 lezy na symetralnej odcinka C'M.

7. Dana jest tablica rozmiaru 2n x 2n, w ktérej 3n pol pomalowano na czarno. Wykaza¢, ze mozna tak
wybraé¢ n kolumn oraz n wierszy, by kazde czarne pole znalazto si¢ w pewnym wybranym wierszu lub w pewnej
wybranej kolumnie.

8. Znalez¢ wszystkie funkcje f okreslone na zbiorze liczb rzeczywistych i przyjmujace wartosci rzeczywiste
takie, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x i y speliona jest réwnosé:

F@®) + flzy) = fa) fy) +yf(z) + zf(z+y).



Dzien drugi grupy mlodszej

1. Dane s3 dodatnie liczby calkowite a i b. Wykaz, ze jezeli liczba a? jest podzielna przez liczbe a + b, to
takze liczba b? jest podzielna przez liczbe a + b.

2. Dany jest czworokat wypukly ABCD, w ktérym AD + BC = CD. Dwusieczne katow BCD i CDA
przecinajg sie w punkcie S. Udowodnij, ze AS = BS.

3. Na plaszezyznie zaznaczono n punktéw (n > 3), z ktérych zadne trzy nie leza na jednej prostej. Kazdy
z tych punktow pomalowano na jeden z trzech kolorow, przy czym kazdego koloru uzyto przynajmniej raz.
Udowodnij, ze istnieje taki trojkat o wierzchotkach w zaznaczonych punktach, ktérego kazde dwa wierzchotki
majag rézne kolory i do wnetrza ktérego nie nalezy zaden zaznaczony punkt.

4. Znalez¢ wszystkie funkcje f okreslone na zbiorze liczb rzeczywistych i przyjmujace wartosci rzeczywiste
takie, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x i y speliona jest réwnosé:

f@+y) = fx)+ [



Rozwigzania

Zawody indywidualne

1. Kazdemu wierzchotkowi 2014—kata foremnego trzeba przyporzadkowa¢ pewna dodatnig liczbe rzeczy-
wista. Czy mozliwe jest takie przyporzadkowanie, w ktorym kazda liczba jest rowna wartosci bezwzgledne;j
roznicy liczb, ktoére z nig sasiaduja? Odpowiedz uzasadnij.

Rozwiazanie:

Przypusémy, ze takie przyporzadkowanie istnieje oraz niech a bedzie najwieksza sposréd wszystkich przy-
porzadkowanych liczb. Oznaczmy ponadto przez b i ¢ liczby sasiadujace z liczba a oraz przyjmijmy, ze b > c.
Skoro liczba a jest najwigksza sposrod rozpatrywanych liczb, wiec b < a. Z drugiej strony, poniewaz ¢ > 0,
wiec b > b — ¢ = |b — ¢| = a. Uzyskana sprzeczno$¢ dowodzi, ze opisane w treci zadania przyporzadkowanie
nie istnieje.

2. Punkt P lezy wewnatrz trojkata ABC' i spelnia warunki:
/PAB = /PCA oraz /PAC = /ZPBA.

Punkt O jest srodkiem okregu opisanego na tréjkacie ABC. Dowies¢, ze jezeli O # P, to kat APO jest prosty.

Rozwiazanie:

Oznaczmy przez K, L, M odpowiednio punkty przeciecia prostych AP, BP, C'P z okregiem opisanym
na trojkacie ABC. Na mocy réwnosci ZBAK = ZACM diugosci tukow BK i AM sa réwne. Analogicznie,
dtugosci tukéw KC' i LA sa rowne. Odcinki LC, AK, M B sg wiec réwnolegte oraz maja wspélna symetralna,
przechodzaca przez punkt O. Na tej symetralnej lezy réwniez punkt P, jako punkt przeciecia przekatnych MC'
i BL trapezu rownoramiennego M BC'L. Zatem w szczegblnosci ZAPO = 90°.

3 Dana jest liczba pierwsza p > 3 oraz takie liczby catkowite dodatnie a, b, ¢, ze a + b+ c = p + 1 oraz
liczba a® 4+ b® + ¢® — 1 jest podzielna przez p. Udowodnié, ze co najmniej jedna z liczb a, b, ¢ jest réwna 1.

Rozwiazanie:
Zauwazmy, ze:

(a+b+c)* =a®+ b+ +3(a®b+ b*a + b’c + b+ Pa + a*c + 2abc) = a® +b* + ¢ + 3(a+ b)(b+ c)(c + a).

Zgodnie z warunkami zadania liczby a + b+ c oraz a® + b® + ¢ daja z dzielenia przez p reszte 1, a wiec na mocy
powyzszej tozsamosci liczba 3(a + b)(b + ¢)(c + a) jest podzielna przez p.

Skoro p jest liczbag pierwsza rézng od 3, to ktérys z czynnikéw a + b, b + ¢ lub ¢ + a jest podzielny
przez p. Przyjmijmy, bez straty ogélnosci, ze p dzieli liczbe a + b. Liczby a, b, ¢ sa catkowite dodatnie, wiec
0<a+b<a+b+c=p+ 1. Stad wynika, ze a +b = p, czyli c = 1.

4. Znalez¢ wszystkie funkcje f okreslone na zbiorze liczb rzeczywistych i przyjmujace wartosci rzeczywiste
takie, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x i y speliona jest réwnosé:

f@f(y) + ) =2y + f(2).

Rozwiazanie:
W powyzszej réwnosci podstawmy z := 1, uzyskujemy réwnosc:

f(fy) +1) =y + f(1), dla y € R

z ktérej wnioskujemy, ze f jest surjekcja. W szczegélnosci istnieje liczba rzeczywista a taka, ze f(a) = —1.
Przyjmujac y := a otrzymujemy:

f(0) = f(zf(a) + ) = za+ f(x),
zatem f jest funkcja liniowa, czyli istnieje b € R takie, ze f(z) = ax + b dla wszystkich x € R.



Podstawiajac otrzymana funkcje f do wyjsciowego réwnania widzimy, ze f jest jedna z dwdch funkcji
f(x) =z lub f(z) = —z dla kazdego = € R.

5. Rozstrzygnaé, czy istnieje nieskonczony ciag liczb naturalnych taki, ze zaden wyraz tego ciggu i zadna
suma dowolnej liczby wyrazéw tego ciagu nie jest potega liczby naturalnej o wyktadniku catkowitym wiekszym
od 1.

Rozwigzanie:
Rozwazmy nastepujacy ciag

2, 2%.3, 22.3%.5, 22.3%.5%.7, ... 22.3%. P2 | pn,...

gdzie p, oznacza n - tg z kolei liczbe pierwszg. Zauwazmy, ze suma dowolnej liczby wyrazéw powyzszego ciggu
jest podzielna przez ¢ ale nie jest podzielna przez ¢, gdzie ¢ jest jest najwiekszg liczbg pierwszg dzielaca
najmniejsza wybrana liczbe z naszego ciagu.

Suma ta oczywiscie nie moze by¢ potega liczby naturalnej, stad skonstruowany ciag spetnia warunki zada-
nia.

6. Punkt M jest érodkiem boku AB tréojkata ostrokatnego ABC. Punkt P lezy na odcinku AB, a punkty
St 195 sa srodkami okregéw opisanych odpowiednio na tréjkatach APC i BPC. Wykazaé, ze $rodek odcinka
S155 lezy na symetralnej odcinka C'M.

Rozwigzanie:

W przypadku gdy P = M wystarczy zauwazy¢, ze prosta S1.5; jest symetralna odcinka C'M. Przeprowa-
dzimy rozumowanie w przypadku, gdy P # M.

Bez straty ogélnosci przyjmijmy, ze punkt P lezy na odcinku AM. Niech punkt S bedzie srodkiem odcinka
5155, punkt K — srodkiem odcinka AP, a punkt L — $rodkiem odcinka BP. Zauwazmy, ze proste 515, S1K
oraz SoL sa symetralnymi odpowiednio odcinkéw C'P, AP i BP.

Oznaczmy przez X rzut prostokatny punktu S na prostg AB. Punkt X jest wowczas $rodkiem odcinka KL,

a zatem 1 1 ] 1
AX = AK + KX = §AP+§KL = §AP+ ZAB'

Oznaczmy przez Y srodek odcinka PM. Wowczas
1 1 1 1 1 1
AY = AP+ PY = AP + §PM = AP+ i(AMAP) = §AP + §AM = §AP + EAB'

Wobec tego AX = AY, czyli X =Y. Stad wynika, ze prosta SY jest symetralna odcinka PM. Poniewaz punkt
S lezy rowniez na symetralnej odcinka C'P, wiec punkt S jest $rodkiem okregu opisanego na tréjkacie C'PM,
a zatem lezy takze na symetralnej odcinka C'M.

7. Dana jest tablica rozmiaru 2n x 2n, w ktérej 3n pol pomalowano na czarno. Wykaza¢, ze mozna tak
wybraé¢ n kolumn oraz n wierszy, by kazde czarne pole znalazto sie w pewnym wybranym wierszu lub w pewnej
wybranej kolumnie.

Rozwigzanie:

Rozpatrzmy wszystkie mozliwe wybory n wierszy tablicy. Liczba takich wyborow jest skonczona. Wobec
tego mozemy sposrod wszystkich tych wyboréw nich wziaé¢ pod uwage ten wybér, dla ktérego liczba czarnych
pol w wybranych wierszach jest najwieksza. Udowodnimy, ze wowczas w wybranych wierszach znajduje sie co
najmniej 2n czarnych pol.

Rzeczywiscie, gdyby w wybranych n wierszach bylo najwyzej 2nl czarnych pél, to jeden z wybranych
wierszy zawieralby najwyzej jedno czarne pole. Natomiast w pozostatych n wierszach znajduje sie co najmniej
n+1 czarnych poél, wiec jeden z niewybranych wierszy zawiera co najmniej dwa czarne pola. To prowadzi jednak
do sprzecznosci ze sposobem wyboru n wierszy. Tak wiec mozemy wybraé¢ n wierszy, w ktorych znajduje sie
co najmniej 2n czarnych pél. Pozostatych czarnych pol jest najwyzej n, wiec bez problemu mozemy wybrac n
kolumn tak, by wszystkie czarne pola znalazly si¢ w wybranych wierszach i kolumnach.



8. Znalez¢ wszystkie funkcje f okreslone na zbiorze liczb rzeczywistych i przyjmujace wartosci rzeczywiste
takie, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x i y spelniona jest réwnosé:

f(@®) + flzy) = f2) fy) +yf () + aflz+y).

Rozwiazanie:
Oznaczmy wyjsciowe réwnanie przez (). Podstawiajac x := 0 do () uzyskujemy réwnosé:

fO)(f(y) +y—2)=0,

stad jesli f(0) # 0 to f(z) =2 — z jest jednym z rozwigzan.

Przyjmijmy teraz, ze f(0) = 0. Wowczas dla y := 0 otrzymujemy réwnosé¢ f(z?) = zf(x), z ktorej tatwo
dostajemy, ze f jest funkcjag nieparzysta.

Potwzmy w () y := —x, widzimy, ze f(x)(f(z) + x) = 0 a to oznacza, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x,
f(z) =01ub f(z) = —=x.

Zaluzmy, ze istnieja niezerowe liczby rzeczywiste u i v takie, ze f(u) = 0 oraz f(v) = —v. Przyjmijmy w
($) x :==woraz y := v, wtedy f(uv) = uf(u+v), stad f(uv) = f(u+v) =0 (D), gdyz w przeciwnym wypadku
uzyskaliby$my réwnosé - —uv = u(—(u +v)) a stad u = 0.

Podstawiajac teraz w () x := v oraz y := u, otrzymujemy réwnos$¢ —v? + f(uv) = —uv + vf(u +v) co w
polaczeniu z (V) daje nam réwnosé¢ u = v.

Ostatecznie jedynymi funkcjami f spelniajacymi warunki zadania sa funkcje 0, 2 — x oraz —x.



Rozwigzania
Dzien drugi grupy mtodszej

1. Dane sg dodatnie liczby calkowite a i b. Wykaz, ze jezeli liczba a? jest podzielna przez liczbe a + b, to
takze liczba b? jest podzielna przez liczbe a + b.

Rozwigzanie:
Poniewaz b*> — a? = (b — a)(b + a), wiec b* = (b — a)(a + b) + a®. Prawa strona ostatniej réwnosci jest
podzielna przez liczbe a + b, a zatem liczba b* jest takze podzielna przez liczbe a + b.

2. Dany jest czworokat wypukly ABCD, w ktérym AD + BC = CD. Dwusieczne katow BCD i CDA
przecinaja sie w punkcie S. Udowodnij, ze AS = BS.

Rozwigzanie:

Niech F bedzie takim punktem na odcinku C'D, ze DE = AD. Wéwczas CE = BC. Trojkaty ADS i EDS
sa przystajace (cecha bok-kat-bok), a zatem AS = ES. Analogicznie z przystawania tréjkatow BCS i ECS
wynika, ze BS = ES. Laczac dwie ostatnie réwnosci, uzyskujemy teze.

3. Na ptaszczyznie zaznaczono n punktéw (n > 3), z ktérych zadne trzy nie leza na jednej prostej. Kazdy
z tych punktow pomalowano na jeden z trzech kolorow, przy czym kazdego koloru uzyto przynajmniej raz.
Udowodnij, ze istnieje taki trojkat o wierzchotkach w zaznaczonych punktach, ktérego kazde dwa wierzchotki
majg rézne kolory i do wnetrza ktérego nie nalezy zaden zaznaczony punkt.

Rozwiazanie:

Poniewaz kazdy z trzech koloréw zostal uzyty, wiec istnieje przynajmniej jeden tréjkat o wierzchotkach
réznych koloréw. Sposréd wszystkich takich tréjkatéw wybierzmy ten, ktéry ma najmniejsze pole (jesli trdj-
katéw o najmniejszym polu jest wiecej niz jeden, wybieramy dowolny z nich). Nazwijmy ten tréjkat ABC.
Wykazemy, ze trojkat ABC' spelnia warunki zadania. Przypusémy, ze do wnetrza trojkata ABC nalezy pewien
zaznaczony punkt P. Bez straty ogblnosci mozemy przyjac, ze punkt P jest tego samego koloru, co punkt A. To
oznacza, ze kazde dwa wierzchotki trojkata BC' P maja rézne kolory. Jednak pole tego tréjkata jest mniejsze od
pola trojkata ABC. Uzyskana sprzeczno$¢ dowodzi, ze do wnetrza trojkata ABC nie nalezy zaden zaznaczony
punkt.

4. Znalez¢ wszystkie funkcje f okreslone na zbiorze liczb rzeczywistych i przyjmujace wartosci rzeczywiste
takie, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x i y speliona jest réwnosé:

f@®+y) = flx)+ f(°)

Rozwiazanie:

Oznaczmy wyjéciowe réwnanie przez (). Podstawiajac w () y := 0 widzimy, ze f(2?) — f(z) = f(0) (&)
dla dowolnej liczby x € R Potluzmy teraz w () z := 0, dostajemy f(y?) — f(y) = —f(0) (V) dla dowolnej
liczby y € R.

Laczac (&) oraz (Q) uzyskujemy zaleznoéé¢ f(0) = —f(0), stad f(0) = 0 a zatem f(x) = f(x?) oraz
f(z*) = f(z*) & dla dowolnej liczby = € R.

W () potuzmy teraz y := —2?, dostajemy réwnosé f(x?) = —f(x) co w polaczeniu z # daje rozwigzanie
f(x) = 0 dla dowolnej liczby = € R.



