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Tresci zadan

Zawody indywidualne

1. Wyznaczy¢ wszystkie trojki dodatnich liczb rzeczywistych (a, b, ¢) spel-
niajace uktad réwnan
avb—c=a

byc—a=10

c/a—b=c

2. Dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n znalezé liczbe takich permutacji
(a1,a2,...,a,) ciagu (1,2,...,n), dla ktérych liczba 2(a; + as + ... + ax) jest
podzielna przez k dla k =1,2,... n.

3. Dany jest ostrostup czworokatny PABC D, ktérego podstawa jest row-
nolegtobok ABCD. Dowiesé, ze jezeli istnieje sfera styczna do krawedzi PA,
PB, PC, PD, to PA+ PC =PB+ PD.

4. Firma w ksztalcie kwadratowej tablicy o boku 22918 4+ 1 w kazdym polu
1x 1 chce wybudowaé pokdj. Kierownictwo chce réwniez zainwestowaé w drzwi,
ktére moga znajdowaé sie miedzy sasiednimi pokojami (na wspdélnym boku
dwéch pél 1 x 1). Czy mozna zamontowaé drzwi tak aby kazdy pok6j mial ich
doktadnie dwie sztuki?

5. Czworokat ABC'D jest réwnoleglobokiem. Okrag lezacy wewnatrz czwo-
rokata jest styczny do prostych AB i AD oraz przecina prostag BD w punktach
E'i F. Pokazaé, ze istnieje okrag przechodzacy przez punkty E i F' oraz styczny
do prostych CB i CD.

6. Wyznaczy¢ wszystkie skonczone zbiory A réznych liczb rzeczywistych
nieujemnych, ktére spelniaja warunki

e A zawiera co najmniej 4 liczby,

e jesli rézne liczby a,b,c,d € A, to ab+ cd € A.



7. Wysokosci trjkata ABC przecinaja sie w punkcie H. Punkt K jest taki,
ze okregi opisane na tréojkatach BHK i CHK sa styczne do prostej BC. Punkt
D jest rzutem prostokatnym punktu B na prosta AC. Pokazaé, ze punkt A jest
réwnoodleglty od prostych KB i KD.

8. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite, ktére mozna zapisa¢ w postaci

(z+y+2)?
TYz ’

gdzie x, y i z sa liczbami catkowitymi dodatnimi.

9. Niech n > 3 bedzie nieparzysta liczba catkowita. Niech Pi, Ps, ..., Py,
gdzie m > n? —n + 1, bedzie ciggiem wielokatéw takich, ze

e P; jest n-katem foremnym,

e dla £k > 1, Py jest wielokatem foremnym o wierzchotkach w srodkach
bokéw wielokata P_1.

Wyznaczy¢ najwigksza mozliwa liczbe koloréw, aby dla dowolnego pokoloro-
wania wierzchotkéw wielokatéw istnialy cztery wierzchotki A, B, C'i D tego
samego koloru takie, ze czworokat ABC D jest trapezem réwnoramiennym, byé
moze zdegenerowanym lecz nie lezacym na prostej przechodzacej przez srodek
Py.

10. Dla liczby catkowitej n > 2 niech f(n) oznacza NWW(1,2,...,n).
Pokazaé, ze dla dowolnej liczby catkowitej k& > 2 istnieje liczba catkowita a > 2,
ze

fla)=fla+1)=...=fla+k—-1).

11. Wysokoéci tréjkata ABC przecinajg si¢ w punkcie H. Punkt K jest
taki, ze okregi opisane na trojkatach BHK i CHK sa styczne do prostej BC.
Punkt D jest rzutem prostokatnym punktu B na prostg AC. Pokazaé, ze punkt
A jest rownoodlegly od prostych KB i KD.

12. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f: RT — R* takie, ze

f@)fly) = 2f(x +yf(x))

dla dowolnych z,y > 0.



Zadania dodatkowe

1. Wyznaczy¢ miejsce geometryczne wszystkich punktéw D lezacych we-
wnatrz trojkata ostrokatnego ABC' dla ktorych spelniona jest nastepujaca réw-
nosé

DA-DB-AB+DB-DC-BC+DC-DA-CA=AB-BC-CA.

2. Danych jest n > 4 punktéw na plaszczyznie takich, ze odlegtosé miedzy
dowolnymi dwoma z nich jest calkowita. Pokazaé, ze co najmniej % wszystkich
tych odleglosci jest podzielna przez 3.

3. Trojkaty ABC i PQR sa takie, ze punkty A i P sg $rodkami odcin-
kow QR i BC, odpowiednio. Ponadto proste QR i BC' sa dwusiecznymi katow
wewnetrznych BAC i QPR. Pokazaé, ze AB 4+ AC = PQ + PR.

4. Niech (f;)ien bedzie dowolnym ciagiem funkeji f;: R — R. Pokazaé, ze
istnieja takie funkcje ¢: R — R oraz ¢: R — R, ze kazda funkcje f; mozna
otrzymad przez sktadanie ¢ i 1.

7. Dane sa liczby catkowite dodatnie k i m. R6zne liczby catkowite aq, ao, ..., ag
oraz by, by, ..., by sa wieksze od 1. Dla dowolnego i € {1,2,...,k} liczba a;
jest iloczynem parzystej liczby liczb pierwszych (niekoniecznie réznych). Dla
dowolnego j € {1,2,...,m} liczba b; jest iloczynem nieparzystej liczby liczb
pierwszych (niekoniecznie r6znych). Na ile sposobéw mozna wybraé liczby spo-
§réd danych k + m liczb aby dla dowolnego j € {1,2,...,m} liczba b; miala
parzysta liczbe dzielnikow sposréd wybranych liczb?

8. Dane sg liczby rzeczywiste a < b oraz ¢,d € (0,1). Pokazaé, ze istnieje
taki wielomian P o wspélczynnikach catkowitych, ze P(x) € [a, b] dla dowolnego
z € [¢,d].



Mecz matematyczny

1.Niech k bedzie taka dodatnig liczba caltkowita, ze liczba p = 4k + 3 jest
pierwsza. Dowies¢, ze spoéréd wierzchotkéw p-kata foremnego mozna wybraé
2k + 1 wierzchotkéw w taki sposéb, ze wsrod wzajemnych odleglosci wybranych
wierzchotkéw zadna nie powtarza sie wiecej niz k razy.

2. Pokazaé, ze dla dowolnej liczby calkowitej n > 3, istnieja liczby calko-
wite dodatnie aq,as,...,a, tworzace ciag arytmetyczny oraz liczby catkowite
dodatnie by, bs, ..., b, tworzace ciag geometryczny takie, ze

hh<ar<by<as <...<b, <ap.

3. Rozstrzygnad, czy istnieje skoniczony zbiér liczb pierwszych 7, taki, ze
dla kazdej liczby naturalnej n istnieje p € 7 i liczba naturalna k, ze v, (k!) = n.

4. Zalézmy, ze a1 < as < ... < a, s liczbami rzeczywistymi. Pokazaé, ze

4 4 4 4 4 4
a1ay + agas + ...+ apa; 2 agaq + azay + ... +a1a,.

5. Wyznaczy¢ wszystkie wielomiany P(x) o wsp6lezynnikach rzeczywistych,
ktére dla dowolnego rzeczywistego x spelniajg réwnosé

P(z)P(22* + 1) = P(2®)(P(2z + 1) — 4x).

6. Kazdy z uczestnikéw obozu w Kotkéwcee jest dobrym graczem w bilarda
lub tez nie. Kazdy dobry gracz wysyla dokladnie jedna wiadomos¢ do gracza
niedo$wiadczonego z propozycja pojedynku. Kazdy staby gracz wysytat do-
ktadnie jedna wiadomos$é do doswiadczonego gracza z odpowiedzia. Jednakze
co najmniej jeden dobry gracz nie otrzymal wiadomosci. Pokazaé, ze istnieje
grupa S dobrych graczy i grupa T stabych graczy, ktore spelniaja warunki:

e osoby z S wystaly wiadomosci tylko do tych graczy, ktore nie naleza do
T

9

e osoby z T wystaly wiadomo$é tylko do tych graczy, ktére nie nalezg do

S.



7. Szachownice n x n pokryto tréjkatami o wierzchotkach w punktach kra-
towych i o polu réwnym % Dowiesé, ze co najmniej 2n z tych tréjkatow jest
prostokatnych.

8. Niech P bedzie punktem przeciecia przekatnych AC' i BD czworokata
wypuktego ABCD w ktérym AB = AC' = BD. Punkty O i I sa odpowiednio
srodkiem okregu opisanego i wpisanego w trojkat ABP. Pokazad, ze jesli O # I,
to OI i CD sa prostopadle.

9. Dany jest trojkat prostokatny ABC' o kacie prostym przy wierzchotku
A. Punkty M, N leza na bokach AB i AC, odpowiednio a punkty P, Q leza
na boku BC. Wiadomo, ze punkty M, N, P i @ sa kolejnymi wierzchotkami
prostokata. Proste BN i M@ przecinaja si¢ w punkcie F, natomiast proste
CM i NP przecinaja sic w punkcie F. Pokazaé, ze S BAE = SCAF.

10. W czworokacie wypuktym ABC D przekatne AC i BD przecinaja si¢ w
punkcie E, a proste AD i BC przecinaja si¢ w punkcie F. Punkt P rézny od E
lezy wewnatrz czworokata, przy czym katy APB i CPD sa proste. Wykazad,
ze takze kat EPF' jest prosty.

11. Niech d bedzie najmniejsza z odlegtosci pomiedzy przeciwlegtymi kra-
wedziami czworoscianu, natomiast niech h bedzie najmniejsza z wysokosci tego
czworoscianu. Udowodnié, ze 2d > h.



Rozwigzania

Zawody indywidualne

1. Wyznaczy¢ wszystkie trojki dodatnich liczb rzeczywistych (a, b, ¢) spel-
niajace uktad réwnan
avb—c=a
byc—a=1b
c/a—b=c

Rozwiazanie:

Nie ograniczajac ogélnosci rozumowania przyjmijmy, ze a jest najwieksza
sposréd trzech niewiadomych.

Z nieréwnodci a > ¢ oraz z pierwszego réwnania ukladu wynika, ze

c=a(vVb—1) > c¢(Vb—1),

gdyz czynnik vb — 1 jest dodatni, jako réwny ilorazowi <. Drzielac powyzsza
zalezno$é stronami przez ¢ widzimy, ze 1 > vb—1, czyli b < 4. Podobnie drugie
réwnanie uktadu prowadzi do wniosku, ze

b(\/E—l):a>ba

skad \/c—1> 1, czyli ¢ > 4.
Na koniec, uwzgledniajac trzecie réwnanie oraz uzyskane wyzej zaleznosci
dostajemy
b 4
1<Ve—1<Va-1=-<-<1.
c
Wszystkie powyzsze nieréwnosci sa wiec réwnosciami i w rezultacie

Ve=va=2

oraz b=c, czylia=0b=c=4.
Dokonujac bezposredniego sprawdzenia stwierdzamy ostatecznie, ze jedy-
nym rozwiazaniem jest (a,b,c) = (4,4,4). O

2. Dla kazdej liczby calkowitej dodatniej n znalezé liczbe takich permutacji
(a1,aa,...,a,) ciagu (1,2,...,n), dla ktérych liczba 2(a; + as + ... + ax) jest
podzielna przez k dla k =1,2,... n.



Rozwiazanie:

Zauwazmy najpierw, ze dodanie do wszystkich liczb ai ustalonej liczby cat-
kowitej nie wplywa na podzielnosé, a wiec i na wynik koncowy. Oznaczmy go
przez A,. Latwo zobaczy¢, ze Ay = 1, Ay = 2, A3 = 6. Zalézmy, ze n > 3.
Warunek z podzielnoscia dla n — 1 wyglada nastepujaco

n—1n% +n — 2a,,

skad a, = 1 lub a,, = n lub ewentualnie a,, =n + 1, gdy n jest nieparzyste.
Dwa pierwsze przypadki pozostawiaja nam na pozostalych miejscach per-

mutacje ciagdéw odpowiednio (2,3,...,n) 1 (1,2,...,n — 1), co daje lacznie

2A,_1 permutacji na mocy wcze$niejszej uwagi. Jesli a,, = n + 1, to musi

zachodzi¢ a,, = "7'"1 to musi zachodzié

n—2|n2—1—2an,1,
czyli ap,—1 = ”TH + k(n — 2), dla pewnego naturalnego k. Poniewaz jednak
element ’%1 zostal juz uzyty, wiec k > 11 ap—1 > 3”;3 > n, gdyz n > 3.
Otrzymali$émy sprzecznosé, ktora dowodzi, ze a,, # "T“ W takim razie A,, =
2A,,_1 i przez prosta indukcje dostajemy, ze A, = 3 -2 2. O

3. Dany jest ostrostup czworokatny PABC D, ktérego podstawa jest réw-
noleglobok ABCD. Dowiesé, ze jezeli istnieje sfera styczna do krawedzi PA,
PB, PC, PD, to PA+ PC = PB+ PD.

Rozwiazanie:

Oznaczmy przez O $rodek sfery stycznej do krawedzi PA, PB, PC, PD.
Niech ponadto @ bedzie takim punktem przestrzeni, ze czworokat BAPQ jest
réwnoleglobokiem. Wéowcezas czworokat C D PQ jest rowniez réwnolegltobokiem.

Rozpatrzmy plaszczyzne 7 prostopadta do prostej OP i przecinajaca odcin-
ki PA, PB, PC, PD, odpowiednio w punktach K, L, M, N oraz przecinajaca
proste QB, QC odpowiednio w punktach X, Y. Przypusémy ponadto, ze plasz-
czyzna 7 przecina prosta PQ w punkcie R (gdy PQ || 7, ponizsze rozumowanie
jest analogiczne). Wéwczas PK = PL = PM = PN. Stad oraz z faktu, ze
czworokaty BAPQ i CDPQ sa réwnoleglobokami otrzymujemy BL = BX
oraz CM = CY.

Jednokladnos$é o srodku R przeprowadzajaca punkt P na punkt () prze-
ksztatca punkty K i N odpowiednio na X i Y. Stad QX = QY. Zatem

QB+ PC = PB + QC,
czyli PA+ PC = PB + PD. O

4. Firma w ksztalcie kwadratowej tablicy o boku 22918 4+ 1 w kazdym polu
1x 1 chce wybudowaé pokdj. Kierownictwo chce réwniez zainwestowaé w drzwi,



ktére moga znajdowaé sie miedzy sasiednimi pokojami (na wspdélnym boku
dwéch pél 1 x 1). Czy mozna zamontowaé drzwi tak aby kazdy pok6j mial ich
doktadnie dwie sztuki?

Rozwiazanie:

Rozpatrzmy graf G, ktorego wierzchotkami sa pokoje a krawedz grafu laczy
dwa pokoje wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja drzwi miedzy tymi pokojami. Z
zalozenia zadania w tym grafie kazdy wierzchotek ma stopien 2, wiec G jest
suma rozlacznych cykli (znany fakt). Zauwazmy jednak, ze dowolny cykl ma
parzysta dlugosé, gdyz ”obchodzac” ten cykl dookota w kazdym momencie mu-
simy pokona¢ tyle samo stopniu aby wejs¢ co wyjsé. Stad liczba wierzchotkow w
grafie musi by¢ parzysta — sprzecznoéé, gdyz 22018 41 jest liczba nieparzysta.

5. Czworokat ABCD jest réwnoleglobokiem. Okrag lezacy wewnatrz czwo-
rokata jest styczny do prostych AB i AD oraz przecina prosta BD w punktach
FE i F. Pokazaé, ze istnieje okrag przechodzacy przez punkty F i F' oraz styczny
do prostych CB i CD.

Rozwigzanie:

Niech k; bedzie danym okregiem z tresci zadania, P jego $rodkiem a 77,
T» punktami stycznoéci ky z AB i AD, odpowiednio. Niech a = AB = CD,
b:BC:DA,x:ATl :AT2

Niech T3 bedzie punktem na pélprostej CB takim, ze BTz = BTy (T3 nie
lezy na odcinku C'B). Oznaczmy przez @ punkt przeciecia prostej prostopadte;
do BC'i przechodzacej przez T3 z dwusieczna kata BC'D. Pokazemy, ze okrag
ko o érodku w punkcie @) i promieniu Q73 spetnia warunki tezy zadania.

Oczywiscie ko jest styczny do prostych CB i CD, wiec potrzeba jedynie
wykazaé, ze przecina prostg BD w punktach E i F. Niech Ty bedzie punktem
stycznosci ko i C'D. Wowczas

BT3 =BTy =AB- ATy =a—=
oraz
CTy,=Cl3=CB+Bls=b+a—=x.
Poniewaz a > z, to CTy > CD i D lezy na odcinku CTy. Wtedy
DI, =CT,—-CD=b+a—x—a=b—x=DTs.

Wobec tego BT} = BT5 oraz D1y = DTy. Poniewaz BT} i B13 sa stycznymi
do k1 i ks, to B ma réwna potege wzgledem tych okregéw. Podobng wlasnosé
ma punkt D, wiec BD jest osia potegowa ki i ko, skad poniewaz ki przecina
BD w E i F, to kg rowniez. O

6. Wyznaczy¢ wszystkie skonczone zbiory A réznych liczb rzeczywistych
nieujemnych, ktére spelniaja warunki



e A zawiera co najmniej 4 liczby,
e jedli r6zne liczby a,b, ¢, d € A, to ab+ cd € A.

Rozwiazanie:

Pokazemy, ze jedynymi zbiorami spelniajacymi warunki zadania sa zbiory
postaci {z,1,1/x,0}, dla pewnej liczby nieujemnej z > 1.

Pokazemy najpierw, ze jesli dla zbioru A z warunkéw zadania kazdy jego
element jest mniejszy od 1, to A jest nieskonczony.

Zalozmy, ze A = {aj,az2,...,an}, gdzie 1 > a1 > a3 > ... >a, 20in > 4.
Wtedy a,, # 0. Istotnie, jesli a,, =0, to

(p—10n—2 = Q10n + Gp_1Gp_2 € A.

Jednakze a,_1a,_2 < an_1, wiec dostajemy element A lezacy miedzy a,_1 i
a, — sprzeczno$¢. Zatem a,, # 0.
Niech teraz

a = ajas + agay, b=aiaz+ asas, ¢ = ajas+ asas.

Wtedy a,b,c € Aia>0b>c. Jedlic > aq, toa = a1, b =as, c = az. Pierwsza i
trzecia réwnosé daje zwiazki a1 (1 — az) = azaq oraz az(1l —ag) = ajas. Mnozac
je dostajemy, ze

araz(1 — as)? = aza,a?.

Poniewaz a1, ag # 0, to dzielac powyzsza réwnoé¢ przez aias mamy 1—as =
a4. Jednakze wtedy a1 = ag, gdyz aq # 0 — sprzecznosé. Wobec tego ¢ < ay
czyli as(1 — a1) > asaz. Nieréwnosé ag > a4 implikuje, ze az(1 — a1) > asas,
czyli 1 —aq > ao, skad a1 + as < 1. W szczegdlnodci ag < % i

ai

a
a:a1a2+a3a4<5+§<a1.

Jesdli ¢ = ay, to a = ag, b = b3, ¢ = ay4. Druga i trzecia daje zwiazki
as(l —a1) = aqas

oraz
as(1 — a1) = asas.

Uzywajac podobnych argumentéow co wyzej, dostajemy 1 —a; = ay = 0 —
sprzecznosé. Zatem ¢ < ay i ag istnieje. Jesli zastosujemy powyzszy argument do
(az, as, aq, as) pokazemy istnienie ag itd. Zatem A jest zbiorem nieskoficzonym.

Wréémy teraz do zadania uzywajac tych samych oznaczen jak wyzej. Skoro
A jest skoniczony to na podstawie powyzszych faktéw a; > 1. Wtedy ¢ > ay i
a = ai, b = as, ¢ = a3z. Analogicznie jak wyzej dostajemy, ze 1 — as = a4 = 0,
skad as = 1ia4 = 0. Zatem b = aja3 = ag = 1. Zatem A = {a;,1,1/a1,0}. O
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7. Wysokosci trjkata ABC przecinaja sie w punkcie H. Punkt K jest taki,
ze okregi opisane na tréojkatach BHK i CHK sa styczne do prostej BC. Punkt
D jest rzutem prostokatnym punktu B na prosta AC. Pokazaé, ze punkt A jest
réwnoodleglty od prostych KB i KD.

Rozwiazanie:

Wszystkie katy rozpatrujemy modulo 180°. Niech F bedzie spodkiem wyso-
koéci z punktu C. Poniewaz SAEH = SADH = 90°, to ADHE jest czworoka-
tem wpisanym w okrag. Poniewaz BC' jest prosta styczna do okregu opisanego
na HKB, to YHKB = $HBC. Analogicznie Y HKC = $HCB. Zatem

YCKB=<3CKH+<JYHKB = YBCH + SHBC =
— YBCH = ¥DHE = XDAE = SCAB.

7Z ostatniego rachunku wynika, ze ABCK jest cykliczny i SAKB = SACB.
Ponadto

JYACB +SHKA=SAKB+ SHKA=<SHKDB =
= YHBC = ¥DBC = ¥DCB + {BDC = ACB + 90°,

wiec $HKA = 90° i pieciokat AK DHE jest cykliczny. Niech F bedzie spodkiem
wysokosci z punktu A. Widzimy, ze
IDKA=YDHA = <4DAH + SHDA = SCAF + SAFC =
= JACF = YACB = YAKB.

Wobec tego prosta K A potowi odcinki KB i K D, czyli A jest réwnoodlegly
od KBiKD. O

L_AB
h~ AB" 99 o

Wobec tego rozpatrujac teraz jednokladno$é o skali 1/h przeprowadzajaca
A'B"C"D"” na A’B'C'D’ widzimy, ze sfera S bedaca obrazem sfery S; w tej
jednoktadno$ci ma $rednice wickszg niz 1.01 i jest wpisana w A’B’'C'D’. [

8. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite, ktére mozna zapisaé¢ w postaci

(x+y+2)?
TYz ’

gdzie z, y i z sg liczbami catkowitymi dodatnimi.

Rozwiazanie:

11



Pokazemy na poczatku, ze jesli liczba catkowita dodatnia n moze by¢ przed-
stawiona w postaci
(z+y+2)?
TYz ’

to moze by¢ rowniez zapisana jako

(l‘/ + y/ + Z/)2
x/ylzl ’
gdzie ' <y’ + 2,y <2’ +2 12 <2 +y.
Istotnie, wybierzmy takie przedstawienie n aby x 4+ y + z bylo najmniejsze
z mozliwych. Poniewaz z | (y + 2)?, to iloraz (y + 2)?/x oznaczmy przez z’.
Wowczas

(@ +y+2)? (+22(HEE41)  (v+y+2)?

x'yz o (yJ;ZV yz Ty

Poniewaz x +y+ z jest minimalne, to 2 +y+2 < 2’ +y+ 2z, wiec v < (y+2)?/z,

czyli x < y + z. Analogicznie pokazujemy pozostale nieréwnosci.

(z+y+2)?
Yz

zalozy¢ na podstawie wyzej pokazanego faktu). Dostajemy trzy przypadki:

Przypusémy teraz, ze n = oraz y+ 2z > x > y > z (mozemy tak

e x=y>z=1 Wtedy
(22 + 1)2
n=-—:7-,
22

czyliz | 2z + 1, skad = 1, wiec n = 9.
e r=y+1>z=1 Wtedy

(2z)? 4z

:x(x—l) x—1

czyli x — 1| 4z, skad = € {2,3,5} i odpowiednio n € {8,6,5}.

eytzzr>y>z>1. Wtedyyz—(y+2)=(y—-1)(2—1)—1> 0, wiec
yz>y+z>x. Poniewaz v >y > z,to zy > z i zz > y, skad

2 1 1 1
n:mw:2<++>+$+y+z<2-3+1+1+1=6.
TYZ r Yy =z Yz Tz X2 2
Latwo sprawdzié, ze liczby 1,2,3, 4, 5, 6, 8, 9:
1_(9+9+9)2 (444482 . (343432 (24+2+4)?
- 9.9.9 77 4.4.8 77 3.3.3 7 2.2.4 7
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5_(1+4+5)2 6_(1+2+3)2 8_(1+1+2)2 9_(1+1+1)2
~ 1-4-5 7 1.2.3 > 1.1-2 " 1.1-1 °

9. Niech n > 3 bedzie nieparzysta liczba catkowita. Niech Pi, Ps, ..., Py,
gdzie m > n? —n + 1, bedzie ciggiem wielokatéw takich, ze

e P jest n-katem foremnym,

e dla £k > 1, Py jest wielokatem foremnym o wierzchotkach w srodkach
bokéw wielokata P_1.

Wyznaczy¢ najwigksza mozliwa liczbe koloréw, aby dla dowolnego pokoloro-
wania wierzchotkéw wielokatéw istnialy cztery wierzchotki A, B, C'i D tego
samego koloru takie, ze czworokat ABC D jest trapezem réwnoramiennym, byé
moze zdegenerowanym lecz nie lezacym na prostej przechodzacej przez srodek
Py.

Rozwiazanie:

Niech Vi, Vs, ..., V, beda wierzchotkami P; w kolejnosci przeciwnej do ru-
chu wskazdwek zegara. Pokazemy, ze szukana maksymalna liczba kolorow jest
mniejsza niz n. Istotnie, niech O bedzie $rodkiem wszystkich wielokatéw P;.
Poniewaz n jest liczba nieparzysta, to dowolny wierzchotek V; lezy na jednej
prostej OV;. Majac n’ > n koloréw, niech ¢y, cs, ..., c, bedzie n z nich. Poko-
lorujmy dowolny wierzchotek na prostej OV; kolorem c¢;. Latwo zauwazyé, ze
dowolne cztery wierzchotki tego samego koloru leza na prostej przechodzacej
przez O, skad warunki zadania nie s spelnione.

Pokazemy teraz, ze liczba n — 1 spelnia teze. Rozpatrzmy n prostych prze-
chodzacych przez V;. Pierwsza z nich l; jest styczna do okregu opisanego na P;
w punkcie V;. Pozostate proste [; przechodza przez Vi i V; dla 2 < ¢ < n. Do-
wolna prosta zawierajaca bok lub przekatna V;V; wielokata P jest réwnolegta
do ktérejs z rozwazanych prostych, mianowicie do prostej l;4;_1.

Rozpatrzmy teraz krawedz badz przekatna wielokata P» laczaca Srodek
W1 odcinka V;Viiq ze $rodkiem Wy odcinka V;V; . Wtedy proste W;Wa,
ViVjy1 oraz Vi1V sa réwnolegte, wigc W1 W5 jest réwnolegle do pewnej pro-
stej [;. W kazdym wielokacie P; istnieje bok lub przekatna tego samego koloru
(gdyz n > n — 1). We wszystkich wielokatach znajdziemy lacznie co najmniej
m > n? —n+1 > n(n — 1) jednokolorowych odcinkéw. Na podstawie zasa-
dy szufladkowej Dirichleta jedna z prostych [; jest réwnolegla do wiecej niz n
jednokolorowych odcinkéw, kazdy z innego wielokata P;. Korzystajac z zasady
szufladkowej ponownie, dwa z tych n odcinkéw — AB i CD maja ten sam
kolor. Zatem czworokat ABCD lub ABDC jest réwnoramiennym trapezem
(moze zdegenerowanym). Poniewaz wyjsciowych m wielokatéw jest wpisanych
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w koncentryczne okregi, to AB i C'D nie moga by¢ ich érednicami, wiec A, B,
C i D nie mogg leze¢ na prostej przechodzacej przez érodek P;. O

10. Dla liczby calkowitej n > 2 niech f(n) oznacza NWW(1,2,..., n).
Pokazaé, ze dla dowolnej liczby catkowitej k > 2 istnieje liczba catkowita a > 2,
ze

fla)=fla+1)=...=fla+k-1).

Rozwiazanie:

Pokazemy, ze f(n) < f(n + 1) wtedy i tylko wtedy, gdy n + 1 jest potega
liczby pierwszej. Istotnie, jesli n + 1 = p¥, to nieréwnoéé jest oczywista. Od-
wrotnie, jeSlin+1=pi* -pp?-...-pls (s> 2, > 1), top;" > (n+1)/2>ni
p;* | f(n). Zatem n + 1 dzieli f(n), skad f(n+ 1) = f(n).

Na mocy powyzszego faktu wystarczy pokazaé, ze dla dowolnego k > 2
istnieje k kolejnych liczb catkowitych z ktorych zadna nie jest potega liczby
pierwszej. Jesli p1, p2, .-, Pk, G1, 2, - - -, qr & réznymi liczbami pierwszymi,
to uktad kongruencji

x=-1 (mod piq)
=-1 (mod p2gs)

r=-1 (mod pkqr)

ma rozwiazanie na mocy Chinskiego twierdzenia o resztach. Latwo zauwazy¢,
zex+ 1, x+2,...,x+ k sa poszukiwanymi liczbami. O

11. Wysokoéci tréjkata ABC przecinaja sie w punkcie H. Punkt K jest
taki, ze okregi opisane na trojkatach BHK i CHK sa styczne do prostej BC.
Punkt D jest rzutem prostokatnym punktu B na prosta AC. Pokazaé, ze punkt
A jest rownoodlegly od prostych KB i KD.

Rozwiazanie:

Wszystkie katy rozpatrujemy modulo 180°. Niech F bedzie spodkiem wyso-
koéci z punktu C. Poniewaz SAEH = SADH = 90°, to ADHE jest czworoka-
tem wpisanym w okrag. Poniewaz BC jest prosta styczna do okregu opisanego
na HKB, to YHKB = $HBC. Analogicznie Y HKC = <HCB. Zatem

YCKB=<3CKH+<3YHKB = <BCH + SHBC =
= YBCH = ¥DHE = YDAE = YCAB.
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7Z ostatniego rachunku wynika, ze ABCK jest cykliczny i SAKB = SACB.
Ponadto

JACB+ SHKA=SAKB+YHKA=<SHKDB =
= YHBC = ¥DBC = ¥DCB + {BDC = YACB + 90°,

wiec LHK A = 90° i pieciokat AK DHE jest cykliczny. Niech F bedzie spodkiem
wysokosci z punktu A. Widzimy, ze
IDKA=<YDHA = <4YDAH + YHDA = SCAF + JAFC =
= JACF = YACB = 4AKB.

Wobec tego prosta K A potowi odcinki KB i KD, czyli A jest réwnoodlegtly
od KBiKD. O

12. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f: RT — R* takie, ze

f@)f(y) =2f(z +yf(z))

dla dowolnych x,y > 0.

Rozwigzanie:

Na poczatku pokazemy, ze f jest funkcja rosnaca. Przypusémy, ze f(z) <
f(2) dla pewnych z > z > 0. Wéwczas kladac y := (z — 2)(f(z) — f(2)) > 0,
to dostajemy zwiazek

z+yf(x)=z+yf(2)
Wtedy
f@)fy) =2f (@ +yf(2) =2f(z +yf(2)) = f(2) (),
czyli f(z) = f(z) — sprzecznosé.

Zalézmy teraz, ze f nie jest Scisle rosnaca, tzn. f(z) = f(z) dla pewnych

T—2z

f(z)
f(2) < Flz+yf(2) < fz) = f(2),
czyli f(z+yf(x)) = f(x). Wobec tego
f)fy) =2f(z+yf(2) =2f(x) = 2f(2),

m>z>0.Jeéliy€(0, ],toz<z+yf(z)<x7wi(gc

co oznacza ze f(y) = 2 dla dowolnego y € (0, a}(x)z] .
Jesli f(yo) = 2 dla pewnego yo > 0, to

4= f*(yo) = 2f(yo + yof (y0)) = 2f(3y0),
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wiec f(3yo) = 2. Indukcyjnie pokazujemy, ze dla dowolnej liczby naturalnej n
mamy f(3"yo) = 2. Jednakze f jest funkcja rosnaca, wiec f = 2. Oczywiscie
taka funkcja spelnia warunki zadania.

Zalézmy teraz, ze f jest $ciSle rosnaca funkcja. Wtedy

f@)fly) =2f (@ +yf(x)) > 2f(x),

wiec f(y) > 2 dla dowolnego y > 0. Ponadto

2f(z+ f(x) = f(2)f(1) = f(1)f(x) = 2f (1 + 2 f(1)),

wiec z injektywnosci f mamy, ze -+ f(x) = 1+z f(1), czyli f(z) = z(f(1)—1)+1
dla dowolnego =z > 0. Biorac x odpowiednio maly dostajemy sprzecznos¢ z
nieréwnoscia f(z) < 2.

Ostatecznie, jedyna funkcja spelniajaca warunki zadania jest funkcja stala
réwna 2. O

16



Zawody dodatkowe

1. Wyznaczy¢ miejsce geometryczne wszystkich punktéw D lezacych we-
wnatrz trojkata ostrokatnego ABC' dla ktérych spelniona jest nastepujaca row-
noéc

DA-DB-AB+DB-DC-BC+DC-DA-CA=AB-BC-CA.

Rozwigzanie:
Pokazemy, ze dla dowolnego punktu D wewnatrz trojkata ABC zachodzi
nieré6wnosc

DA-DB-AB+DB-DC-BC+DC-DA-CA> AB-BC-CA,

przy czym réownosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy D jest ortocentrum
trojkata ABC. Niech E i F' beda takimi punktami, ze czworokaty BCDE i
BCAF sa rownoleglobokami. Wtedy FDAF réwniez jest réwnoleglobokiem
oraz AF = ED = BC, EF = AD, EB = CD, BF = AC. Z nieréwnosci
Ptolemeusza dla czworokatéw ABEF i AEBD dostajemy, ze

AB-AD+BC-CD =AB-EF+ AF-BE > AE- BF = AE - AC,
oraz
BD-AE+AD-CD=BD-AE+AD-BE > AB-ED = AB - BC.
Wobec tego
DA-DB-AB+ DB-DC-BC+DC-DA-CA=
=DB(AB-AD+ BC-CD)+ DC-DA-CA >
>DB-AE-AC+DC-DA-CA>
> AC(BD-AE+ AD -CD) > AC - AB - BC.

Réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy czworokaty ABEF i AEBD sa
cykliczne. Wobec tego AFED jest prostokatem, skad AD L ED. Poniewaz
BCDE jest réwnolegltobokiem, to ED || BC i AD 1 BC. Poniewaz AEBD
jest cykliczny, to YABE = SADE, czyli BE 1 AB. Podobnie dostajemy, ze
CD || EB, skad AD L AB. Wobec tego D jest ortocentrum tréjkata ABC. O



2. Danych jest n > 4 punktéw na plaszczyznie takich, ze odleglosé miedzy
dowolnymi dwoma z nich jest catkowita. Pokazaé, ze co najmniej % wszystkich
tych odlegloéci jest podzielna przez 3.

Rozwiazanie:

Pokazemy najpierw teze dla n = 4, tzn. co najmniej jedna odleglo$é jest
podzielna przez 3. Oznaczmy punkty przez A, B, C' i D i zalézmy, ze odleglosci
AB, BC, CD, DA, AC, BD nie sg podzielne przez 3.

Bez szkody zalézmy, ze SBAD = <BAC + SCAD. Niech <BAC = z,
JCAD = y. Ponadto niech a = 2BC - AC - cosz, b = 2AD - AC cosy, ¢ =
2AB - AD - cos(x + y). Z twierdzenia cosinuséw dla tréjkatéw ABC, ACD,
ABD mamy, ze

BC? = AB? + AC? —a, CD?* = AD?> + AC* —b BD? = AB®> + AD? — .
Poniewaz kwadrat dowolnej liczby daje reszte 1 z dzielenia przez 3, to a, b
i ¢ sa réwniez liczbami réwnymi 1 (mod 3). Ponadto

2AC?%c =4AC?* - AB-AD -cosx +y = ab— 4AC? - AD - AB - sinzsiny,

wiec

4AC? - AD - AB - sinzsiny
jest liczba catkowita dajaca reszte 2 z dzielenia przez 3. Wobec tego

sinzsiny = /(1 — cos 22)(1 — cos y2)

jest liczba wymierna, ktéra w liczniku (zapisana jako utamek nieskracalny) ma
liczbe nie podzielng przez 3.
Niech p =2AB - AC i q=2AD - AC, wiec cosx = % icosy = g Poniewaz

V(p? —a®)(¢® —b?)
pq

sinzsiny =

jest liczba wymierna, to licznik prawej strony musi by¢ liczbg catkowita. Jed-
nakze p> = a®> = 1 (mod 3) a mianownik pg nie jest podzielny przez 3, wiec
otrzymaliSsmy sprzeczno$¢ z konkluzja poprzedniego akapitu. Wobec tego zada-
nie dla n = 4 zostalo pokazane.

Zalézmy teraz, ze n > 4. Ze zbioru n punktéw istnieje (}) 4-elementowych
podzbioréw {A, B,C, D}. Co najmniej dwa punkty kazdego podzbioru sa odle-
gle od siebie o catkowita liczbe podzielna przez 3 i kazda odlegtosé jest liczona
cO najwyzej w ("gz) podzbiorach. Zatem co najmniej

1) _ 0




odleglosci ma dlugo$é podzielna przez 3. O

3. Tréjkaty ABC i PQR sa takie, ze punkty A i P sa $rodkami odcin-
kéw QR i BC, odpowiednio. Ponadto proste QR i BC sa dwusiecznymi katéw
wewnetrznych BAC i QPR. Pokazaé, ze AB + AC = PQ + PR.

Rozwigzanie:

Niech X bedzie punktem przeciecia BC' i QR a okrag opisany na trdjkacie
PQR przecina BC w puncie D. Podobnie, niech okrag opisany na trdjkacie
ABC przecina QR w punkcie S. Wtedy D jest srodkiem luku QR i S jest
srodkiem tuku BC, wiec DA 1L QR i1 SP 1 BC. Zatem czworokat PADS jest
cykliczny. Mamy

QX - XR=PX -XD=AX -XS5=BX- -XC,

wiec BQCR jest cykliczny. Niech O bedzie srodkiem okregu opisanego na tréj-
kacie BQCR, wtedy O lezy na AD i PS a poniewaz OP | PD, to OPQDR
jest wpisany w okrag o érednicy OD. Podobnie OACSB jest wielokatem cy-
klicznym. Jednakze

JOBC' = 4OSA = SODP = SORQ',
wiec BC' = RQ’. Oznacza to, ze

BA+ AC = BA+ AC' = BC' = RQ' = RP + PQ' = RP + PQ.

4. Niech (f;)ien bedzie dowolnym ciagiem funkcji f;: R — R. Pokazaé, ze
istnieja takie funkcje ¢: R — R oraz ¥: R — R, ze kazda funkcje f; mozna
otrzymaé przez sktadanie ¢ i 1.

Rozwigzanie:

Niech J: N x R — R bedzie dowolna bijekcja oraz
¢p: Rz — J0,z) €R.

Dla u € R istnieja jednoznacznie wyznaczone m € N oraz y € R. Jedli m = 0,
tou = J(0,y) = &(y) = ¢(J(n,z)) dla pewnych, jednoznacznie wyznaczonych
n € N oraz x € R. Niech

1/)(U) _ J(n+ 1,{E) jesli u = J(O,y) = qS(J(n,x));
fn(x) jesliu=J(n+1,z).
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Teze zadania dostajemy sktadajac ¢ oraz ¢ nastepujaco:

Do) T o(x) = Y(¥d)"TI(0,2) = ()" Y((J(0,2))) = Y(v¢)" I (1,z) =
= v(d)" " U(e(J(1,2))) = ()" I (2,2) = ... = ¥(J(n+ 1,2)) = fu(z).

O

7. Dane sg liczby catkowite dodatnie k i m. Rozne liczby catkowite aq, aq, . . ., ag
oraz by, by, ..., by, sa wieksze od 1. Dla dowolnego i € {1,2,...,k} liczba a;
jest iloczynem parzystej liczby liczb pierwszych (niekoniecznie réznych). Dla
dowolnego j € {1,2,...,m} liczba b; jest iloczynem nieparzystej liczby liczb
pierwszych (niekoniecznie r6znych). Na ile sposobéw mozna wybraé liczby spo-
§réd danych k + m liczb aby dla dowolnego j € {1,2,...,m} liczba b; miala
parzysta liczbe dzielnikéw sposrod wybranych liczb?

Rozwiazanie:

Odpowiedzig jest liczba 2*. Pokazemy, ze dla dowolnego podzbioru T' C
{a1,...,ax}, istnieje doktadnie jeden podzbiér S C {by,...,by,} ze dowolny b;
ma parzysta liczbe dzielnikéw w zbiorze T'U S.

Ustalmy podzbiér T'. Bez szkody zakladamy, ze b; < b; dla ¢ < j. Zatem,
b;j 1 b; dla i < j. Wobec tego, dla dowolnego S takiego, ze zbiér T'U S spelnia
warunki zadania mamy, ze dla dowolnego b; € T'U S zachodzi b; € TU{b;: j <
i}. Poniewaz a; 1 b; sa rézne, wiec b; & {b;: j < i} i b; ¢ T. Ponadto, b; | b;,
wiec jesli T'i SN{b;: j < i} zostaly wybrane, to dokladnie jeden wybdr b; € S
lub b; ¢ S daje nam, ze b; ma parzysta liczbe dzielnikow w S U T. Zatem, dla
i €{1,2,...,m}, kazdy wybo6r miedzy b; € S a b; € S jest wymuszany, wiec
konstruujac S w taki sposéb dostaniemy ze kazdy b; bedzie mial parzysta liczbe
dzielnikéw w SUT.

Zatem dla ustalonego T, istnieje dokladnie jeden zbiér S, ktory spelnia
warunki stwierdzenia. Poniewaz dla kazdego a; mamy a; € T lub a; € T, to
istnieje 2* mozliwych wyboréw zbioru T. Zatem 2% zbioréw T'U S spelniaja
warunki zadania. O

8. Dane sg liczby rzeczywiste a < b oraz ¢,d € (0,1). Pokazaé, ze istnieje
taki wielomian P o wspélczynnikach catkowitych, ze P(x) € [a, b] dla dowolnego
z € [¢,d].

Rozwiazanie:

Pokazemy, ze dla pewnej liczby catkowite m i liczby pierwszej n, wielomian

Pla)= = (1-a" — (1= 2)")
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spelnia warunki zadania. Zauwazmy, ze rozwijajac powyzszy wielomian ze wzo-
ru dwumianowego widzimy, ze jego wspélczynniki sg catkowite, gdyz z pierw-
szo$ci n liczby (7) dla i € {1,2,...,n — 1} sa podzielne przez n.

Niech § = mine, 1 — d. Wtedy [¢, d] C [§,1—¢]. Dla dowolnej liczby r € (0, 1)
mamy lim, ., 7" = 0, wiec istnieje liczba pierwsza n > 2 dla ktérej

b—a b—a

1
1_b-a 1=0)" < ool
: - oraz ( ) 8 - max|al, |b]

Istnieje ponadto taka liczba catkowita m, ze

no 2 4

m a—i—b‘ b—a
<

Wéwezas dla x € [§,1 — §] otrzymujemy, ze

m m m |m| b—a b—a
P() = 2] = | 2] |-ot = (1 - )% < |2 |201-0)" nl :
‘ (@) n n ! 20— x)‘ n (1-9) <max|a|,\b| i S 1
co w potaczeniu z poprzednig nieréwnoscia daje
a+b b—a
Plz) —
P - Y <22t
skad P(x) € [a,b]. O
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Mecz matematyczny

1.Niech k bedzie taka dodatnia liczba caltkowita, ze liczba p = 4k + 3 jest
pierwsza. Dowiesé, ze sposrdéd wierzchotkow p-kata foremnego mozna wybraé
2k + 1 wierzchotkéw w taki sposéb, ze wsrod wzajemnych odleglosci wybranych
wierzcholtkéw zadna nie powtarza si¢ wiecej niz k razy.

Rozwigzanie:

Ponumerujmy wierzchotki p-kata liczbami od 0 do p — 1 i wybierzmy te
wierzchotki, ktére zostaly ponumerowane nieresztami kwadratowymi modulo p.
Oznaczmy te niereszty przez ny, na, ns, ..., Nog+1. Niechdlar =1,2,3,... ,p—
1 zapis N(r) oznacza liczbe takich par (4,5),ze 1 <i<2k+1,1<j < 2k+1,
i # joraz n; —n; =r (mod p).

Poniewaz zbiér {ny,ng, ns, ..., nog+1} jest niezmienniczy na mnozenie mo-
dulo p przez reszty kwadratowe, N(r) ma taka sama warto$¢ dla wszystkich
reszt kwadratowych r oraz taka sama warto$é dla wszystkich niereszt kwadra-
towych r. Ponadto N(r) = N(p —r), a poniewaz -1 jest niereszta kwadratowa
modulo p, liczba N(r) jest taka sama dla kazdego r, skad N(r) = k. O

2. Pokazaé, ze dla dowolnej liczby catkowitej n > 3, istnieja liczby calko-
wite dodatnie aq,as,...,a, tworzace ciag arytmetyczny oraz liczby calkowite
dodatnie by, bo, ..., b, tworzace ciag geometryczny takie, ze

by <ai <by<as <...<b, <a,.

Rozwiazanie:

Wskazemy szukane ciagi takie, ze b, = a,_1+1 oraz b,_1 = a,_2+1. Niech
d:=ap—1—anp_o. Wtedy dla 2 < 4,5 <n—1mamy b;y1 —b; > b, —b,_1 =d.
Wobec tego

n—1
b]‘ =b, + Z(bl — bi+1) > Qp—1 + (n 7‘])d =aj—1.
=j
Gwarantujac ponadto nieréwnosé b; < ap, dostajemy, ze
7j—1
bj =b; + Z(bi+1 — bz) <ay+ (] — l)d = a;
i=1

dla wszystkich j, wiec nieréwnoéci z zadania beda spelnione.



Niech teraz by, bs, ..., b, beda réwne odpowiednio k"1, k"~2(k + 1), ...,
KO(k +1)"~1 gdzie k bedzie podane pézniej. Niech a,_1 := b, — 11 a,_o =
bn—1 — 1. Wowczas

d=ap—ap_1=bp —bp_1=(k+1)"2

oraz

ay = (k+1)"2(k+3—n)— 1.

Musimy wybrac¢ k tak aby zachodzila nieréwnos¢ a; > by, czyli
(k+1)"2(k+3-—n)—1—-k""1>0.

Patrzac na lewa strone powyzszej nieréwnoéci jako wielomian zmiennej k
widzimy, ze wspélezynnik przy najwyzszej potedze (réwnej n—2) jest réwny 1.
Wobec tego dla odpowiednio duzej wartosci k nieréwnosé zachodzi, tym samym
konstrukcja z zadania jest kompletna. O

3. Rozstrzygnaé, czy istnieje skonczony zbidr liczb pierwszych 7, taki, ze
dla kazdej liczby naturalnej n istnieje p € 7 i liczba naturalna &, ze v, (k!) = n.

Rozwiazanie:

Rozwazmy zbiér S, dla danej liczby pierwszej p jako zbiér liczb postaci
vp(k!), gdzie k przebiega po zbiorze liczb naturalnych. Rozpoczniemy od wy-
kazania nastepujacego lematu:

Dla liczby catkowitej dodatniej a dostatecznie duzego b zaleznego od a i p,
wéréd dowolnych b kolejnych liczb naturalnych istnieje a kolejnych liczb takich,
ze zadna nie nalezy do S,.

Dowdd. Niech a1 < as < az < ... beda kolejnymi dodatnimi elementami zbioru
Sp. Nietrudno zauwazy¢, ze ar = v,((pk)!). W zwiazku z tym dla kazdego I,
ktore jest podzielne przez p® réznica a;_1 — a; wynosi co najmniej a + 1, czyli
ciag liczb a;_1 + 1,a;_1 + 2,...a; — 1 jest ciggiem a kolejnych liczb, z ktérych
zaden nie jest elementem .S,.

Teraz wystarczy uzasadnié, ze taki ciag mozemy znalez¢ w kazdym dosta-
tecznie dtugim przedziale. Wezmy przedzial dlugosci b, gdzie oszacowanie b be-
dzie wynikala z dowodu. Prawie wszystkie elementy (czyli co najmniej b—2a+2)
tego przedzialu musza byé¢ elementami zbioru {a;,a; + 1,a; +2,...,a;4pa—1},
dla pewnego [ podzielnego przez p®. Wynika to stad, ze miedzy zbiorami tej
postaci sa zbiory co najmniej a kolejnych liczb calkowitych z ktérych zaden nie
nalezy do S;,. Tymczasem

Qlgpo_1 — Q =p*—1+4p*t—14p*241+...p—1,
co wynika z twierdzenia Legendre’a o najwyzszej potedze p dzielacej silnie liczby

naturalne;j.
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Wobec tego aby przedzial b-elementowy nie zawieral a-elementowego prze-
dziatu liczb nie nalezacych do S, wystarczy by

b—2a+2<1+p*—14+p* 1 —14p* 2 4+1+4...p—1,

skad b musi by¢ ograniczone, jednakze biorac odpowiednio duze b dostajemy
teze lematu. O

Teraz powr6¢émy do rozwiazania zadania. Zbioér Z. jest sumg zbioréw Sy, , Sp,, . . -

gdzie p1,pa, ... to elementy zbioru 7. Biorac dostatecznie dtugi przedziat dtu-
gosci @ mozemy na mocy lematu znalezé dowolnie dlugi przedzial dtugosci aq
taki, ze zaden z jego elementéw nie nalezy do Sp,. Nastepnie z niego mozemy
wybra¢ dhugi przedzial dlugosci as taki, ze zaden z jego elementéw nie nalezy
do S,,. Powtarzajac ten argument az do wyczerpania wszystkich elementéw
zbioru 7 otrzymujemy liczbe, ktéra nie nalezy do zadnego z S,. To pokazuje,
ze szukany zbior liczb pierwszych nie istnieje. O

4. Zaltézmy, ze a1 < ag < ... < a, sa liczbami rzeczywistymi. Pokazaé, ze
4 4 4 4 4 4
a1ty + agas + ...+ apay 2 azaq +aza; + ... +a1a,.
Rozwiazanie:
Pokazemy te nieréwnosé¢ indukcyjnie wzgledem n. Dla n = 2, obie strony
nieréwnoéci sa réwne. Zalézmy prawdziwosé¢ nieréwnosci na n — 1 tzn.
4 4 4 4 4 4
a1as + a2a3 + ...+ ap_1a] 2 a0y + azay + ... +aia, .

Odejmujac ja od nieréwnosci, ktéra chcemy pokazaé widzimy, ze wystarczy
pokazaé, ze
4 4 4 4 4 4
Ap—10,, + apnay — ap_107] 2 ana, _1 +aia, — aja, 1.

FLatwo zauwazy¢, ze jest to nieréwnosé, ktora nalezy pokazaé¢ dla n = 3. Dla
utatwienia przepiszmy nieréwno$é w postaci

xy4 + yz4 + zat > yx4 + zy4 + xz4,
gdzie x > y > z. Jest ona konsekwencja nastepujacej tozsamosci
yz4 + zy4 +xzt — xy4 + yz4 + 2zt =

= S 2) (@49 + 42+ (+2)) 30,
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5. Wyznaczy¢ wszystkie wielomiany P(x) o wsp6lczynnikach rzeczywistych,
ktore dla dowolnego rzeczywistego x spetniajg réwnosé

P(z)P(22* + 1) = P(2®)(P(2z + 1) — 4x).

Rozwiazanie:

Oczywiscie P = 0 jest rozwiazanie. Zalézmy, ze P # 0, wtedy P2z + 1) =
22P(x) + R(z), gdzie n = deg P oraz R = 0 lub deg R = m < n. Na podstawie
réwnanie mamy, ze

P(z)R(x?) = P(z*)(R(x) — 4z). (1)

Zatem R # 0, gdyz w przeciwnym wypadku P = 0. Przypu$émy, ze m > 2.
Wtedy poréwnujac stopnie prawej i lewej strony dostajemy rownanie n+2m =
2n 4+ m, wigc m = n — sprzecznosé. Zatem m < 111 > k = deg(R(z) — 4z).
Réwnos$¢ n + 2m = 2n + k pokazuje, ze n = 2, m =11 k = 0, wiec P jest
tréjmianem kwadratowych takim, ze

P2z + 1) =4P(x) + 4z + ¢, (2)

dla pewnego ¢ € R. Wstawiajac « = 1 do (1] widzimy, ze P(1) = 0, wiec
P(z) = a(x — 1)(x — b) dla pewnych a,b € R. Podstawiajac uzyskang postaé
do |2 mamy, ze P(z) = x? — 1 i jak tatwo sprawdzié¢ obok rozwiazania P = 0
wielomian ten rowniez jest rozwiazaniem. O

6. Kazdy z uczestnikéw obozu w Kotkéwce jest dobrym graczem w bilarda
lub tez nie. Kazdy dobry gracz wysyla doktadnie jedna wiadomosé do gracza
niedoswiadczonego z propozycja pojedynku. Kazdy staby gracz wysytal do-
kladnie jedng wiadomosé do doswiadczonego gracza z odpowiedzia. Jednakze
co najmniej jeden dobry gracz nie otrzymal wiadomosci. Pokazaé, ze istnieje
grupa S dobrych graczy i grupa T slabych graczy, ktére spelniaja warunki:

e osoby z S wystaly wiadomosci tylko do tych graczy, ktore nie naleza do
T

7

e osoby z T wystaly wiadomos¢é tylko do tych graczy, ktére nie naleza do

S.

Rozwigzanie:

Niech A bedzie zbiorem dobrych graczy a B zbiorem stabych. Niech f: A —
Big: B— A beda funkcjami zdefiniowanymi nastepujaco: f(a) jest graczem
stabym, ktéry otrzymal wiadomosé od a, g(b) jest graczem dobrym, ktéry otrzy-
mal wiadomos¢ od b. Jezeli takie zbiory S i T mialby istnie¢ to oznacz to, ze
T = B\ f(S), czyli musimy pokazaé, ze istnieje podzbiér S zbioru A taki, ze
A\S = g(B\ £(S)).
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Dla X C A niech h(X) = A\g(B\ f(x)). Jesli X C Y, to f(z) C f(Y), wie
B\f(Y) C B\ f(X),skad g(B\f(Y)) € g(B\f(X)). Oznacza A\g(B\ f(X ))
A\Q(Bh\ f(Y)), wige h(X) C h(Y).

Niec

M:={XCA:hX)C X}

Zbiér M jest niepusty, gdyz A € M. Ponadto ¢ nie jest surjekcja, wiec ktorys
gracz dobry ag nie nalezy do zbioréw g(B\ f(X)), wiec ag € f(X) dla dowolnego
X C A. Wobec tego M zawiera ag, skad zbior

:nX

XeM

jest niepusty.

Z definicji S wynika, ze h(S) C S. Z monotonicznosci h wynika, ze h(h(S)) C
h(S), wigc h(S) € M 1S C h(S). Laczac to z zawieraniem h(S) C S dostajemy,
ze S = h(S5), skad latwo mamy teze zadania. O

7. Szachownice n x n pokryto tréjkatami o wierzchotkach w punktach kra-
towych i o polu réwnym % Dowiesé, ze co najmniej 2n z tych tréjkatow jest
prostokatnych.

Rozwiazanie:

Udowodnimy nastepujacy

Jezeli wierzcholki tréjkata ABC znajduja sie w punktach kratowych i jego
pole jest réwne %, to trojkat ABC nie jest ostrokatny.

Dowdéd lematu. Przyjmijmy, ze wspélrzedne punktow A, B, C, to odpo-
wiednio (0,0), (z,y), (a,b) i zalézmy, ze trojkat ABC' jest ostrokatny. Wow-
czas iloczyn skalarny dowolnej pary bokoéw jest dodatni, co mozemy przepisaé
w postaci nieréwnosci

ar+by >0, —z(a—z)—ylb-y)>0, —alx—a)—bly—>b)>0
lub réwnowaznie
ar +by >0, 2>+y>>ax+by, a>+b>>ax+by.

Ze wzoru na pole tréjkata wiemy ponadto, ze |ay — bz| = 1. Wykorzystujac
znang tozsamo$¢ na iloczyn sum kwadratow otrzymujemy

(2% +y?)(a® + b*) = (ax + by)? + (ay — bz)?* = (ax + by)* + 1
Skoro wszystkie liczby a, b, x, y sa calkowite, to z drugiej strony mamy jednak

(ax +by)? +1< (@® + > - D(a®>+b* - 1) +1
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— (@4 )@+ 1) + (1= (@ + %) + (L - (a2 + 1) < (® + ) (a® + B2).

Powyzsze nieréwnoéci sa wiec w rzeczywistosci réwnosciami. W szczegdélnosci
ar+by=2>+1y —1=a’>4+b>-1=0,

a to jest niemozliwe, gdyz liczba ax 4 by jest dodatnia. Otrzymana sprzecznosé
konczy dowdd lematu.

W pierwszym kroku wlasciwiej czesci rozwiazania pokazemy jak przeksztal-
ci¢ podane pokrycie szachownicy trojkatami w pokrycie o tej samej liczbie
tréjkatéw prostokatnych, a skladajace sie jedynie z dwéch typdéw trojkatow:
prostokatnego o bokach 1,1,1/2 lub tréjkata o bokach 1,/2, /5.

Ze wszystkich trojkatéw wystepujacych w pokryciu wybierzmy tréjkat ABC,
ktorego jeden z bokéw posiada maksymalng mozliwa dtugo$é, niech bedzie to
bok AB. Oczywiscie dltugosé odcinka AB jest wieksza niz 1, a wiec w szcze-
gblnodci jest nie mniejsza niz v/2 i AB nie jest odcinkiem zawartym w pewnej
krawedzi szachownicy. Wzoér Picka gwarantuje, tréjkat o polu 1 i wierzchol-
kach w punktach kratowych nie posiada punktéw kratowych wewnatrz ani na
bokach. Odcinek AB jest zatem bokiem jeszcze jednego tréjkata w rozwazanym
podziale, niech bedzie to tréjkat ABD. Wykazemy, ze czworokat CADB jest
réwnoleglobokiem. Wystarczy w tym celu dowie$¢, ze po jednej stronie prostej
AB istnieje doktadnie jeden tréjkat o polu % ktérego AB jest najdiluzszym
bokiem — wierzcholki tych tréjkatéw lezace po przeciwnych stronach AB sa
bowiem symetryczne wzgledem srodka AB. Zal6zmy przeciwnie i niech X, Y
beda takimi punktami lezacymi po jednej stronie AB, ze [ABX] = [ABY] = 1
oraz AB > max{AX, BX, AY, BY } (gdzie przez [W|] oznaczamy pole wielokata
W). Proste XY i AB sa réownolegle. Mozemy zalozy¢, ze w trapezie ABY X
odcinki AY, BX sa przekatnymi. Wowczas z nieréwnoéci trojkata tatwo wynika
nieréwno$¢ AB + XY < AY + BX, a stad XY < AB. Zauwazmy teraz, ze

AB+ XY
[ABXY]:%-h<AB.h=1,

gdzie h jest dlugoscia wysokoéci w tréjkatach ABX oraz ABY. Czworokat
ABXY jest wiec czworokatem o wierzchotkach w punktach kratowych i polu
mniejszym niz 1, co daje sprzeczno$¢ ze wzorem Picka. Wykazalidmy w ten
sposob, ze czworokat CAD B jest réwnoleglobokiem.

7 udowodnionego przez nas lematu wynika, ze tréjkat ABC' nie jest ostro-
katny. Jezeli AB < /5, to wszystkie tréjkaty w podziale sg jednego z rozwaza-
nych przez nas typow, a zatem w tym wypadku nie ma czego dowodzi¢. Zaldz-
my wiec, ze AB > /5. Trojkat CAD jest wowezas trojkatem rozwartokatnym i
CD < AB, gdyz kat rozwarty w rownolegtoboku C'ADB znajduje sie na prze-
ciwko przekatnej AB, gdyz jest to najdluzszy bok w rozwartokatnym trojkacie
ABC'. Dzielgc wiec réwnolegtobok CADB wzdtuz przekatnej C'D otrzymuje-
my podzial na dwa tréjkaty, w ktérych najdiuzszy bok jest krotszy niz AB.
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Poniewaz tréjkaty te nie sa prostokatne, taczna liczba tréjkatéw prostokatnych
w podziale nie wzrasta. Powtarzajac ta operacje wielokrotnie dochodzimy do
sytuacji, w ktérej nasz podzial sktada sie z tréjkatow prostokatnych o bokach
1,1,v/2 lub réwnoleglobokéw o bokach 1,+/2 i przekatnej dtugosci v/5. Liczba
trojkatéw prostokatnych jest przy tym taka sama jak na poczatku.

Rozwazmy teraz graf, ktérego wierzcholki tworza boki wszystkich n? kwa-
dratéw wystepujacych na szachownicy, za§ dwa boki polaczone sa krawedzia,
jezeli tworza one przyprostokatne pewnego trojkata prostokatnego, ktory wy-
stepuje w pokryciu lub tworza one przeciwlegle boki réwnolegloboku wystepu-
jacego w pokryciu. Wéwczas kazdy odcinek, ktéry nie lezy na obwodzie sza-
chownicy jest polaczony z dokladnie dwoma innymi odcinkami. Z kolei kazdy
odcinek zawarty w obwodzie szachownicy potaczony jest z dokladnie jednym
innym bokiem. Nasz graf sklada sie wiec z uktadu rozlacznych Sciezek i cykli,
przy czym Sciezki zaczynaja sie i koncza na bokach szachownicy. Ze wzgledu na
konstrukcje grafu latwo ponadto zauwazy¢, ze jezeli Sciezka zaczyna i konczy sie
na tym boku szachownicy, to znajduja sie na niej co najmniej dwa trojkaty pro-
stokatne. Podobnie, jezeli Sciezka laczy nieréwnolegle krawedzie szachownicy,
to zawiera ona co najmniej jeden tréjkat prostokatny.

Rozwazymy dwa przypadki. W pierwszym z nich zalézmy, ze istnieje $ciez-
ka taczaca réwnolegle boki szachownicy. Woéwczas nie istnieje Sciezka taczaca
pozostate boki. Rozwazmy dowolng spéjna sktadowa (czyli $ciezke lub cykl)
naszego grafu, ktora zaczyna si¢ na jednym z tych dwéch pozostatych bokdw.
Albo laczy ona ten bok z samym sobg i zawiera w tym przypadku co najmniej 2
trojkaty prostokatne, albo zaczyna sie na tej krawedzi i konczy na nieréwnole-
glej, czyli zawiera przy najmniej 1 tréjkat prostokatny. W obu przypadkach na
kazdy z 2n odcinkéw lezacych na wyréznionych bokach przypada przy najmniej
1 tréjkat. Lacznie otrzymujemy wiec przynajmniej 2n tréjkatow prostokatnych.

Przyjmijmy teraz, ze nie istnieje Sciezka laczaca réwnolegle boki szachow-
nicy. Nasz graf sklada sie z co najmniej 2n spdjnych sktadowych i kazda z
nich zawiera wéwczas przynajmniej jeden trojkat prostokatny. A wiec i w tym
przypadku teza jest dowiedziona. Konczy to rozwiagzanie zadania. O

8. Niech P bedzie punktem przeciecia przekatnych AC' i BD czworokata
wypuklego ABCD w ktérym AB = AC = BD. Punkty O i I sa odpowiednio
srodkiem okregu opisanego i wpisanego w tréjkat ABP. Pokazaé, ze jesli O # I,
to OI i CD sa prostopadle.

Rozwiazanie:
Wykorzystujac znany fakt widzimy, ze wystarczy pokazaé¢ réwnosé

DO? — CO* = DI* — CI*.
Niech AB = AC = BD = p, PC = ai PD = b. Wtedy AP = p—ai
BP = p —b. Niech R bedzie promieniem okregu opisanego na tréjkacie ABP.
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Z potegi punktu dostajemy, ze
pb=DP-DB = DO? — R?.

Podobnie pa = CO? — R?, wigc DO? — CO? = p(b — a).

Poniewaz tréjkat ABD jest réwnoramienny (BA = BD) oraz I lezy na
dwusiecznej kata ABD, to ID = IA. Podobnie IB = IC. Niech T bedzie
punktem stycznosci okregu wpisanego w tréjkat ABC' z bokiem AB. Wtedy

:AB—i—AP—BP:p—H)—a ; BT:}H—a_b.

AT 2 2 2

Poniewaz IT 1. AB, to
AI* — BI? = AT? — BT

Zatem

DI? — CI? = AI? — BI* = AT? — BT? = (AT + BT)(AT — BT) = p(b — a).

O

9. Dany jest tréjkat prostokatny ABC o kacie prostym przy wierzchotku
A. Punkty M, N leza na bokach AB i AC, odpowiednio a punkty P, Q leza
na boku BC. Wiadomo, ze punkty M, N, P i Q) sg kolejnymi wierzchotkami
prostokata. Proste BN i M@ przecinaja sie w punkcie F, natomiast proste
CM i NP przecinaja sie w punkcie F. Pokazaé, ze {BAE = SCAF.

Rozwiazanie:

Niech X bedzie punktem przeciecia BN i CM a Y punktem przeciecia BF
i CE. Z lematu o izogonalnym sprzezeniu punkty E i F' sg sprzezone w kacie
BAC wtedy i tylko wtedy, gdy X iY sa. Tymczasem z twierdzenia Cevy wiemy,
ze X lezy na $rodkowej trojkata BAC. Skoro BAC jest prostokatny, to X lezy
na prostej taczacej A ze érodkiem okregu opisanego na BAC. Wystarczy wiec
pokazaé, ze Y lezy na wysokoSci opuszczonej z wierzcholtka A.

Niech Z bedzie rzutem punktu Y na BC. Z twierdzenia Talesa mamy:

BZ BP czZ  CQ
vz FP " YZ T EQ
Dzielac te réwnosci dostajemy, ze
BZ BP-EQ
CZ FP-CQ’
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Stosujemy ponownie twierdzenie Talesa mamy, ze

BQ-NP
Bp=—"%_""
EQ

Podstawiajac wyliczone wartoéci BP i C'Q do powyzszego wzoru dostajemy
réwnosé

MQ-CP

CQ=—F%p

BZ _BQ-NP-EQ-FP  BQ
CZ MQ-CP-FP-EQ CP
7 podobienstwa tréjkatéw dostajemy teze. O

10. W czworokacie wypuktym ABC D przekatne AC i BD przecinaja si¢ w
punkcie E, a proste AD i BC przecinaja si¢ w punkcie F. Punkt P rézny od E
lezy wewnatrz czworokata, przy czym katy APB i C'PD sa proste. Wykazad,
ze takze kat EPF' jest prosty.

Rozwiazanie:

7 warunkéw zadania wynika, ze punkt P lezy na okregu o o érednicy AB
oraz na okregu o2 o Srednicy C'D. Nalezy natomiast udowodnié¢, ze lezy on
rowniez na okregu o o érednicy EF. W tym celu wystarczy wykazaé, ze okregi
01,02 1 0 albo maja dwa roézne punkty wspolne, albo sa do siebie styczne w
jednym punkcie. To za$§ bedzie konsekwencja stwierdzenia, ze istnieje jedna
prosta, ktora jest osia potegowa kazdej pary sposrdd nich.

Aby udowodni¢ istnienie takiej prostej, oznaczmy przez H punkt przecie-
cia wysokosci tréjkata BCE i niech B’,C’, E' beda spodkami wysokosci tego
tréjkata opuszczonych odpowiednio z wierzchotkéw B, C, E. Wtedy punkty B’
i C' leza na okregu o $rednicy BC, a punkty C’ i ' leza na okregu o $rednicy
CE. Stad otrzymujemy réwnosci

HB-HB'=HC-HC'=HE-HE'.

Ponadto odcinki BB’, CC' i EE’ sa cieciwami odpowiednio okregdw o1, 09
i 0, a punkt H lezy wewnatrz kazdego z tych odcinkéw, na zewnatrz kazdego
z nich albo jest ich wspdélnym konicem. To wraz z powyzszymi zaleznoSciami
dowodzi, ze punkt H ma jednakowe potegi wzgledem wszystkich trzech roz-
wazanych okregéw. Analogicznie uzasadniamy, ze punkt przecigcia wysokosci
tréjkata ADE ma jednakowe potegi wzgledem tych okregéw.

Jezeli oba punkty przecigcia wysokosci nie pokrywaja sie, to istnieja dwa
rézne punkty o jednakowych potegach wzgledem wszystkich trzech rozpatrywa-
nych okregéw. Wynika stad prawdziwos¢ ostatniego zdania pierwszego akapitu
rozwiazania. Przypusémy z kolei, ze punkt H jest tez punktem przeciecia wy-
sokosci trojkata ADE. Gdyby H # FE, to prosta HFE, zawierajgca wysokosci
tréjkatow BCE i ADE opuszczone z wierzchotka E., bylaby prostopadla do
prostych BC i AD, ktoére jednak nie sa rownolegte. Wobec tego H = FE, czyli
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przekatne AC i BD sg prostopadle. Nie tracac ogdlnosci rozwigzania mozemy
ponadto przyjaé, ze punkty F i F leza po przeciwnych stronach prostej C'D.
W tej sytuacji proste AD i BC nie sa prostopadle, gdyz w przeciwnym razie
w czworokacie wypuklym ECF D katy wewnetrzne przy wierzchotkach F i F
bylyby proste, a katy przy wierzchotkach C' i D bylyby rozwarte, co nie jest
mozliwe. Zatem w trojkatach ACF i BDF kat przy wierzchotku F' nie jest
prosty. To oznacza, ze punkty przeciecia wysokosci tych tréjkatéw sa rézne od
F'; punkty te — podobnie jak w czwartym zdaniu tego akapitu — nie moga sie
wiec pokrywaé. Nasladujac teraz rozumowanie przeprowadzone w drugim aka-
picie dowodzimy, ze oba punkty przeciecia wysokosci maja jednakowe potegi
wzgledem okregdw o1, 02 1 0, co konczy rozwiazanie. O

11. Niech d bedzie najmniejsza z odleglosci pomiedzy przeciwleglymi kra-
wedziami czworoscianu, natomiast niech h bedzie najmniejsza z wysokosci tego
czworoscianu. Udowodnié, ze 2d > h.

Rozwiazanie:

Niech réwnolegltoboki ABCD i EFGH beda Scianami takiego réwnoleglo-
Scianu R, ze ACH F jest rozwazanym czworo$cianem C. Przypusémy, ze trojkat
AFH jest Sciana czworo$cianu C o najwiekszym polu. Niech pole réwnolegto-
boku ABCD bedzie réwne a, wysoko$é¢ rownolegloscianu R poprowadzona na
ABCD réwna dy, pole trojkata AF H réwne b. Wéwczas wysokosé czworoscianu
C poprowadzona na AF'H jest réwna h. Poniewaz suma pdl tréjkatéw AFH i
CF H jest wicksza od pola réwnolegtoboku ABC' D, wigc 2b > a. Stad 2bh > ah.
Ale objetosé czworoscianu C jest 3 razy mniejsza od objetoséci réwnoleglo$cianu
R, wiec bh = ad;.

Na koniec wystarczy zauwazy¢, ze dy jest odlegloécia prostych AC i FH,
wiec nie przekracza odleglosci odcinkéw AC i FH. O
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