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6. |Piotr Kubala 6(/0|6(0]J]6|6|0|5]6|0|6|O0]4#
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9. |Krystian Krakowski 5(2|2|0)6|6|6|0])6|2|0|O0]35
10. |Krzysztof Zamarski 6|(6|0|0)6|6|0|5)]6|0|0|O0]35
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12. [Michat Wojcik 6(0|6|0J0|6|0|0]J6|0[0]|O0]24
13. [Pawet Ryndak 6(0|0|0)J]6|0|6|0]J6|0[0]|O0]24
14. |Wiktor Reczek 6(0|2|0JO0|6|0|0])6|0|0|O0]20
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19. [Marcin Furgat o(ojojo0o|j6|(5|0|0)JO0|O0O|jO]|O] 1
20.|Kamil Poniewierski o(ofo|joO0OjoOo|O|O|O)J6|0|O0|O0] 6
21.|tukasz Kluska o(ojo(fojofojOo|jO|J6(0]|]O0O|O0] 6
22.|Marek Wrzos o(ofo|jO0OjoO|O|O|O])S5|]0|O0|O0O] 5
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Zawody indywidualne

1. Dane sg liczby rzeczywiste x, y i z takie, ze 0 < x,y, 2 < 1. Pokazac, ze

zyz+(1—2)(1—y)(1—2) < 1.

2. Dany jest trojkat ostrokatny ABC, w ktérym LAC B = 45°. Punkt O jest srodkiem okregu opisanego na
trojkacie ABC, punkt H jest punktem przeciecia wysokosci tréjkata ABC. Prosta przechodzaca przez punkt
O i prostopadta do prostej C'O przecina proste AC' i BC odpowiednio w punktach K i L. Pokazaé, ze obwdd
trojkata K LH jest rowny $rednicy okregu opisanego na trojkacie ABC.

3. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite dodatnie n dla ktérych liczba 2™ 4 273 jest kwadratem liczby
catkowitej.

4. Dana jest tablica 2014 x 2014. Dwaj gracze na przemian wykonuja ruchy, z ktérych kazdy polega na
wybraniu biatego albo czarnego pionka i postawieniu go na wybranym wolnym polu. Wygrywa ten, ktérego
ruch doprowadzit do powstania ciggu 5 kolejnych pionkéw tego samego koloru w linii pionowej, poziomej lub
ukosnej. Zbada¢, czy istnieje strategia dla gracza rozpoczynajacego gre zapewniajaca mu zwyciestwo.

?5. Rozwiaza¢ w liczbach rzeczywistych a, b, ¢ i d uktad rownan

6. Wyznaczy¢ wszystkie liczby calkowite dodatnie n takie, ze w zapisie dziesietnym liczby n? wystepuja
jedynie cyfry nieparzyste.

7. Okrag wpisany w trojkat ABC' jest styczny do bokow BC, CA, AB odpowiednio w punktach D, F,
F. Punkty M, N, J sa odpowiednio srodkami okregéw wpisanych w trojkaty AEF, BDF, DEF. Dowies¢, ze
punkty F'i J sa symetryczne wzgledem prostej M N.

8. W rzedzie danych jest kilka liczb catkowitych dodatnich. Operacjg nazwiemy wybor sasiednich liczb x
iy przy czym z lezy na lewo od y oraz x > y i zamiane pary (z,y) na (y + 1,x) lub (z — 1, z). Pokazaé, ze
mozna wykonac¢ jedynie skoniczenie wiele operacys.

79. W kazde pole tablicy o wymiarach 4 x 4 wpisano liczbe 0 lub 1. Nastepnie obliczono sumy liczb stojacych

w kazdym wierszu, w kazdej kolumnie i na obu przekatnych. Wykaz, ze co najmniej trzy sumy sa jednakowe.

10. Dana jest liczba pierwsza p oraz rozne liczby a, b, ¢, d ze zbioru {1,2,...,p — 1} przy czym liczby a*,
b, ¢, d* daja jednakowe reszty z dzielenia przez p. Udowodnié, ze liczba a? 4 b2 + ¢ + d? jest podzielna przez
liczbe a + b+ ¢+ d.

11. Dany jest czworoscian ABC D, ktorego $ciany sa tréjkatami ostrokatnymi. Na prostej m lezy $rodek
sfery wpisanej oraz Srodek sfery opisanej na czworoscianie. Udowodnié, ze jesli prosta m przecina odcinek AB,

to LZACB = LZADB.

12. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f, okreslone na zbiorze wszystkich liczb rzeczywistych i przyjmujace
wartosci rzeczywiste, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi réwnos¢

f(f(@)+y) =2z + f(f(y) —z).



Mecz matematyczny

1. Niech zg bedzie rzeczywistym rozwigzaniem réwnania
3+ pr+q=0,

gdzie p i ¢ sg liczbami rzeczywistymi. Pokazaé, ze 4qxy < p*.

2. Niech N, oznacza zbiér liczb catkowitych dodatnich. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f: N, — N, takie,
ze dla dowolnych liczb catkowitych dodatnich m i n zachodzi podzielnos¢

m? + f(n) | mf(m) +n.

3. Liczby catkowite dodatnie a, b i ¢ spelniajg warunek
(a—b)?+ (b—c)*+ (c — a)* = 6abc.

Pokazaé, ze liczba a® 4 b® + ¢ 4 1 nie jest podzielna przez liczbe a + b+ ¢ + 1.

4. Dany jest wielomian W stopnia n taki, ze dla kazdej liczby catkowitej m liczba W (m) jest liczba catkowita.
Pokaza¢, ze istnieja liczby catkowite ag, aq, ..., a, takie, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x zachodzi rownosé¢

W (x) :an<i> +an_1<ni1> +...+ao<g>,

gdzie dla dowolnej liczby rzeczywistej x i liczby catkowitej dodatniej n definiujemy

<x> _e@=)@=2)-.. w—ntl) (g) —1

n n!

5. Udowodnié¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 istnieje n réznych liczb naturalnych takich, ze suma
kazdych dwoch sposrod tych liczb jest podzielna przez ich réznice.

6. Liczby rzeczywiste dodatnie a, b i ¢ spelniajg warunek

1 1 1
(a+b+c) <++> < 10.
a b ¢

Pokaza¢, ze z odcinkow o dtugosciach a, b i ¢ mozna zbudowaé tréojkat.

7. Dana jest rodzina F podzbioréw zbioru {1,2,...,n} dla n € N, majaca wiecej niz 2"~! elementéw.
Pokazaé, ze istniejg dwa zbiory A i B nalezgce do rodziny F takie, ze AN B = ().

8. Wyznaczy¢ wszystkie pola na szachownicy rozmiaru 8 x 8 o nastepujacej wtasnosci: Po usunieciu tego
pola mozna pokry¢ pozostata czes¢ szachownicy klockami rozmiaru 3 x 1.

9. W turnieju ping-ponga kazdy gracz rozegral doktadnie jeden mecz z kazdym z pozostalych graczy.
Udowodni¢, ze albo mozna umiesci¢ wszystkich graczy przy okraglym stole tak, by kazdy wygrat ze swoim
sagsiadem z prawej strony, albo mozna rozbi¢ wszystkich graczy na takie dwie grupy, ze dowolny gracz z pierwszej
grupy wygral z dowolnym graczem z drugiej grupy.



10. W trojkacie ABC dwusieczna kata BC A przecina okrag opisany w punkcie R # A, symetralna odcinka
BC' w punkcie P oraz symetralng odcinka AC' w punkcie ). Punkty K i L sa $rodkami bokéw odpowiednio
BC i AC. Pokaza¢, ze trojkaty RPK i RQ)L maja rowne pola.

11. Dany jest rownolegtobok ABC'D oraz punkt F' lezacy na odcinku C'D. Punkty Oy, Oy i O3 sg srodkami
okregbéw opisanych na trojkatach ABF, BC'F i ADF. Dowies¢, ze ortocentrum trojkata 010503 lezy na prostej
AB.

12. Dany jest czworokat ABC'D wpisany w okrag, ktérego przekatne przecinaja sie w punkcie E. Przedtu-
zenia bokéw AD i BC wzdhuz punktéw A i B przecinaja sie w punkcie F. Niech G bedzie takim punktem,
ze czworokat EC'GD jest réwnolegltobokiem. Punkt H obrazem punktu F w symetrii wzgledem prostej AD.
Pokazac¢, ze punkty D, H, F' i G leza na jednym okregu.



Rozwigzania

Zawody indywidualne

1. Dane sg liczby rzeczywiste x, y i z takie, ze 0 < x,y, 2 < 1. Pokazac, ze

zyz+ (1—2)(1—y)(1—2) < 1.

Rozwiazanie:
Liczby x, y i z naleza do przedziatu [0, 1], stad mamy nastepujace nieréwnosci

ryz<z oraz (1—z)(1—-y)(1—2)<1—=x.

Dodajac powyzsze nieréwnosci stronami otrzymujemy teze. ]

2. Dany jest trojkat ostrokatny ABC, w ktorym ZAC'B = 45°. Punkt O jest $rodkiem okregu opisanego na
trojkacie ABC, punkt H jest punktem przecigcia wysokosci trojkata ABC. Prosta przechodzaca przez punkt
O i prostopadta do prostej C'O przecina proste AC' i BC odpowiednio w punktach K i L. Pokazaé, ze obwdd
trojkata K LH jest rowny $rednicy okregu opisanego na trojkacie ABC.

Rozwiazanie:
Niech D bedzie spodkiem wysokosci poprowadzone] z wierzchotka B i niech G bedzie punktem symetrycz-
nym do punktu H wzgledem prostej AC; odcinki BG i AC' przecinaja sie w punkcie D.
Zauwazmy, ze punkt G lezy na okregu opisanym na tréjkacie ABC. Rzeczywiscie, ze wzgledu na prostopa-
dtosci BH L AC, CH 1 AB mamy
LACG = LACH = ZABG,

a wiec punkty A, B, C, G leza na jednym okregu.
W tréjkacie BC'D zachodza rownosci ZBC'D = 45° 1 ZBDC = 90°, skad wyznaczamy ZCBG = 45°.
Zatem
LGOC =2/GBC = 90°.

Stad GO L CO, totez punkty G, K, O lezg na jednej prostej w tej wtasnie kolejnosci. Wobec tego
OK+ KH =0K + KG = 0G,

czyli wielkos¢ OK + K H jest réwna promieniowi okregu opisanego na trojkacie ABC. Analogicznie dowodzimy,
ze temu promieniowi jest rowna wielkos¢ OL + LH, co oczywiscie tatwo daje teze zadania. [

3. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite dodatnie n dla ktérych liczba 2™ 4 273 jest kwadratem liczby
catkowitej.

Rozwiazanie:

Zauwazmy, ze jesli n jest liczba nieparzysta to liczba 2™ 4 273 daje reszte 2 z dzielenia przez 3, zatem nie
moze by¢ kwadratem liczby catkowitej. Zatdézmy wiec, ze n jest liczba parzysta to znaczy n = 2k dla pewnej
liczby catkowitej dodatniej k.

Problem sprowadza si¢ do rozwazania w liczbach catkowitych dodatnich k, m réwnania

2%F 4273 = m?,

zapisujac je inaczej dostajemy
(m —2")(m +2%) =273 =3-7-13.

Powyzsza réwnosé prowadzi nas w naturalny sposéb do uktadéw réwnan:

m—2F=1 m—2F=3 m—2F=7 m—2F =13
m + 2F = 273 m+ 2F =91 m+2F =39 m+ 2F =21



Rozwiazujac je w liczbach catkowitych otrzymujemy nastepujace mozliwe pary (k,m)

k=2 k=4
m =17 m = 23

Zatem szukane wartosci n to liczby 4 i 8. Bezposrednio stwierdzamy, ze uzyskane pary spetniaja warunki
zadania:

24 4273 =17%, 2% +273 =232

4. Dana jest tablica 2014 x 2014. Dwaj gracze na przemian wykonuja ruchy, z ktérych kazdy polega na
wybraniu biatego albo czarnego pionka i postawieniu go na wybranym wolnym polu. Wygrywa ten, ktérego
ruch doprowadzit do powstania ciggu 5 kolejnych pionkéw tego samego koloru w linii pionowej, poziomej lub
ukosnej. Zbadaé, czy istnieje strategia dla gracza rozpoczynajacego gre zapewniajaca mu zwyciestwo.

Rozwigzanie:

Wskazemy strategie gry dla gracza nie rozpoczynajacego (zwanego w dalszej czesci rozwiazania drugim
graczem), ktéra uniemozliwi graczowi rozpoczynajacemu (pierwszemu) zwycigstwo.

Strategie te mozna opisa¢ nastepujaco: Jezeli drugi gracz moze wykonaé¢ ruch prowadzacy do powstania
ciggu 5 kolejnych pionkéw tego samego koloru w jednej linii, wykonuje on taki ruch i wygrywa gre. W przeciw-
nym razie drugi gracz stawia pionek na polu symetrycznym wzgledem srodka szachownicy do pola, ktore przed
chwila zajal pierwszy gracz, i w kolorze przeciwnym niz pionek postawiony wtasnie przez pierwszego gracza.

Rozmiary szachownicy sg liczbami parzystymi, wiec pole symetryczne wzgledem jej srodka do danego pola
jest innym polem. Opisana strategia jest zatem poprawnie okreslona: po kazdym ruchu drugiego gracza dowolna
para pol szachownicy symetrycznych wzgledem jej srodka sktada sig albo z dwoch wolnych, albo z dwoch
zajetych pol, wobec czego po ruchu pierwszego gracza pole symetryczne do pola przezen zajetego jest wolne.

Wykazemy, ze nie jest mozliwe, by przy takiej strategii drugiego gracza gracz rozpoczynajacy mogt odniesé
zwyciestwo. Przypu$émy przeciwnie, ze pewien ruch pierwszego gracza zapewnit mu zwycestwo. Rozpatrzmy
pozycje na szachownicy przed wykonaniem tego ruchu. Jak wykazaliSmy, w tej pozycji dowolne pole jest zajete
przez pionek wtedy i tylko wtedy, gdy pole don symetryczne jest zajete przez pionek przeciwnego koloru. Zatem
uktadowi 4 pionkéw jednego koloru k, ktory pierwszy gracz przez postawienie pionka na polu P powigkszyt do
wygrywajacego uktadu 5 kolejnych pionkéw koloru k& w jednej linii, odpowiada w tej pozycji uktad 4 pionkéw
koloru &’ przeciwnego do k, a przy tym pole P’ symetryczne do pola P jest wolne. Wéwezas jednak, zgodnie z
opisang strategia, ostatni ruch drugiego gracza powinien polegaé¢ na postawieniu na polu P’ pionka w kolorze
k', co prowadzi do powstania ciggu 5 kolejnych pionkéw koloru &’ w jednej linii, i w konsekwencji do wygranej
drugiego gracza — whrew zalozeniu, ze zwycigstwo odnidst pierwszy gracz wykonujac kolejny ruch.

Uzyskana sprzecznos¢ dowodzi, ze przy takiej strategii drugiego gracza, gracz rozpoczynajacy nie moze
zapewnic sobie zwyciestwa w grze. [

5. Rozwiaza¢ w liczbach rzeczywistych a, b, ¢ i d uktad rownan

Rozwiazanie:
Oczywiscie liczby a, b, ¢ i d sa nieujemne, bez szkody dla ogblnosci zatézmy, ze a > b > ¢ > d > 0. Wowcezas

b+c+d)™ > (a+c+d)™ > (a+b+d)* ™ > (a+b+ )",

stad
(b+c+d)>(a+c+d) > (a+b+d) > (a+b+c),



po uproszczeniu dostajemy nierownosci
d>c>b>a,

ktora w potaczeniu z naszym zatozeniem daje rownos¢ a = b =c =d.
Pozostaje zauwazy¢ ze jedynymi rozwiazaniami réwnania

(337)2014 — 3z

sg liczby 0 1 %, stad wszystkie mozliwe czwérki liczb (a, b, ¢, d) speliajace powyzszy uktad réwnan naleza do

zbioru 1111
{©000.(5.5.53))

]

6. Wyznaczy¢ wszystkie liczby calkowite dodatnie n takie, ze w zapisie dziesietnym liczby n? wystepuja
jedynie cyfry nieparzyste.

Rozwigzanie:

Jezeli n posiada tylko jedna cyfre to widzimy, ze jedynie n = 1 i n = 3 spetniajg warunki zadania. Zatézmy
wiec, ze n ma co najmniej dwie cyfry i ostatnie dwie cyfry oznaczmy przez a i b.

Aby warunki zadania byty spelnione b musi by¢ cyfra nieparzysta, stad mamy nastepujace przypadki

e jesli b =1 to przedostatnia cyfra liczby n? jest réwna 2a (mod 10) - jest parzysta,

jedli b = 3 to przedostatnia cyfra liczby n? jest réwna 6a (mod 10) - jest parzysta,

jedli b = 5 to przedostatnia cyfra liczby n? jest réwna 2 - jest parzysta,

jedli b = 7 to przedostatnia cyfra liczby n? jest réwna 4a + 4 (mod 10) - jest parzysta,

jesli b =9 to przedostatnia cyfra liczby n? jest réwna 8a + 8 (mod 10) - jest parzysta.

Zatem n nalezy do zbioru {1, 3}. O

7. Okrag wpisany w trojkat ABC' jest styczny do bokéw BC, C'A, AB odpowiednio w punktach D, E,
F. Punkty M, N, J sa odpowiednio $rodkami okregdéw wpisanych w trojkaty AEF, BDF, DEF. Dowies¢, ze
punkty F'i J sa symetryczne wzgledem prostej M N.

Rozwigzanie:

Udowodnimy najpierw, ze punkty M i N sa odpowiednio srodkami krétszych tukéw FE i F'D okregu
wpisanego w trojkat ABC.

Rzeczywiscie, niech M’ bedzie srodkiem krétszego tuku F'E tego okregu. Prosta AC' jest don styczna w
punkcie E, zatem

LAEM' = /ZEFM'.

Poniewaz punkt M’ jest srodkiem tuku EF, wiec trojkat EM'F' jest rownoramienny. Wobec tego L/ EFM' =
ZFEM', co wraz z poprzednig réwnosciag dowodzi, ze punkt M’ lezy na dwusiecznej kata ZAFEF. Analogicznie
dowodzimy, ze punkt ten lezy na dwusiecznej kata ZAF E, wiec pokrywa sie on ze srodkiem M okregu wpisanego
w trojkat AEF. Podobnie rozumujemy dla punktu V.

Okrag wpisany w trojkat ABC' jest jednoczesnie okregiem opisanym na trojkacie DEF. Skoro M jest
srodkiem krotszego tuku EF' tego okregu, prosta DM zawiera dwusieczng kata ZEDF. Na tej prostej lezy
wiec punkt J, ktory jest srodkiem okregu wpisanego w ten kat. Analogicznie dochodzimy do wniosku, ze punkt
J lezy na prostej EN.

Aby uzasadni¢, ze punkty J i F' sa symetryczne wzgledem prostej M N, wystarczy wykazaé, iz trojkaty
MFN oraz MJN sa przystajace, gdyz bedzie to oznaczato, ze sa one symetryczne wzgledem prostej MN.
Mamy jednak

/ZIJMN =/DMN = /FMN,

gdzie druga rownos$é¢ wynika z tego, ze N jest srodkiem tuku F'D. Podobnie dostajemy ZANM = ZFNM.
Trojkaty M EFN i M JN maja wiec rowne odpowiednie katy oraz wspélny bok M N, zatem sa przystajace (cecha
kat-bok-kat). Konczy to rozwiazanie zadania. O



8. W rzedzie danych jest kilka liczb catkowitych dodatnich. Operacjg nazwiemy wybor sasiednich liczb x
iy przy czym z lezy na lewo od y oraz z > y i zamiane pary (x,y) na (y + 1,z) lub (z — 1, z). Pokazaé, ze
mozna wykona¢ jedynie skonczenie wiele operacyi.

Rozwigzanie:

Na poczatku zauwazmy, ze operacja nie zwieksza maksymalnej liczby w rzedzie. Niech aq, ao, ..., a, beda
liczbami w rzedzie po pewnej ilosci operacji. Rozwazmy sume

S:a1+2a2+...+nan.

Pokazemy, ze S zwieksza sie o dodatnig liczbe catkowita po wykonaniu operacji. Niech operacja zamienia pare
(a;,a;41) dla pewnego i € {1,2,...,n} na (X, q;) gdzie a; > a;41 oraz X = a;41 + 1 lub X = a; — 1. Nowa i
stara wartos¢ S zmienita si¢ o

R = (ZX + (Z + 1)011) — (ZCLZ + (Z + 1>CLZ‘+1> = a; — Q41 + Z(X — (Zi+1).

Latwo widzimy, ze R jest liczba catkowita dodatnia, gdyz a; — a;+1 > 1 oraz X — a;41 > 0.
Z, drugej strony
S<(1+2+...+n) max{ay,a,...,a,} = stala wartosé

a poniewaz po wykonaniu operacji S sie zwieksza, nie mozna wiec wykonaé nieskonczenie wielu operacyi. [

1. W kazde pole tablicy o wymiarach 4 x 4 wpisano liczbe 0 lub 1. Nastepnie obliczono sumy liczb stojacych
w kazdym wierszu, w kazdej kolumnie i na obu przekatnych. Wykaz, ze co najmniej trzy sumy sa jednakowe.

Rozwiazanie:

Przypusémy, ze wérodd uzyskanych 10 sum zadna nie powtarza sie wiecej niz dwa razy. Dodajac cztery liczby,
z ktorych kazda réwna sie 0 lub 1 mozemy uzyskaé¢ 5 mozliwych wynikéw: 4, 3, 2, 1 lub 0. Poniewaz wszystkich
sum jest 10, wiec kazda z nich musiataby wystapi¢ doktadnie dwa razy.

Tymczasem wsrod uzyskanych 10 sum nie moga sie pojawi¢ dwie réwne 4 i jednoczesnie dwie rowne 0. Jesli
bowiem sume 4 uzyskamy dodajac liczby z pewnej przekatnej, to na tej przekatnej muszg wystepowaé same
jedynki. W efekcie otrzymamy co najwyzej jedna sume rowng 0 (te na drugiej przekatnej).

Jesli natomiast wynik 4 otrzymamy dodajac cztery jedynki stojace w pewnej kolumnie, to sume 0 mozemy
uzyskac jedynie dodajac cztery zera w innej kolumnie. Wobec tego druga sume 4 oraz druga sume 0 uzyskamy
dodajac liczby stojace w pozostatych dwdch kolumnach. Wtedy jednak w wierszach otrzymamy cztery sumy
rowne 2.

Analogicznie rozumujemy, jesli wynik 4 uzyskamy sumujac cztery jedynki stojace w pewnym wierszu. Uzy-
skana sprzeczno$é¢ dowodzi, ze co najmniej trzy uzyskane sumy sa jednakowe. O

2. Dana jest liczba pierwsza p oraz rézne liczby a, b, ¢, d ze zbioru {1,2,...,p — 1} przy czym liczby a?,
b, c*, d* daja jednakowe reszty z dzielenia przez p. Udowodnié, ze liczba a? + b2 4 ¢® + d? jest podzielna przez
liczbe a + b+ c+d.

Rozwiazanie:

Liczby a, b, ¢ i d rozpatrywane modulo p sa wszystkimi pierwiastkami wielomianu P(z) = z* — a?, ktérego
wspotczynniki sa resztami modulo p. Ponadto jesli jego pierwiastkiem modulo p jest k& to jest nim rowniez
p — k. Obliczajac na dwa sposoby sume pierwiastkow wielomianu P modulo p widzimy, ze

at+b+ct+d=p—a)+(p—b+(p—c)+(p—d) = a+b+c+d=2p.
Na podstawie wzoréw Viety dostajemy, ze
ab+ac+ad+bc+bd+cd =0 (mod p),
stad

A+ +F+d*=(a+b+c+d)?—2(ab+ac+ad+bc+bd+cd) =0 (moda+b+c+d).



3. Dany jest czworoscian ABCD, ktérego Sciany sg trojkatami ostrokatnymi. Na prostej m lezy srodek
sfery wpisanej oraz Srodek sfery opisanej na czworoscianie. Udowodnié, ze jesli prosta m przecina odcinek AB,

to LZACB = ZADB.

Rozwigzanie:

Niech S i O oznaczaja odpowiednio $rodek sfery wpisanej i opisanej na czworoscianie ABC'D. Oznaczmy
przez P punkt przeciecia prostej m z odcinkiem AB. Punkty Sc i O¢ sa rzutami prostokatnymi punktéw
S i O na ptlaszczyze ABC, a punkty SD i OD — ich rzutami na plaszczyzne ABD. Jest jasne, ze S¢, Sp
sg punktami stycznosci sfery wpisanej w czworoscian ABC'D do scian ABC i ABD, za$ punkty Op, Op
sa Srodkami okregéw opisanych na trojkatach ABC' i ABD. Punkty P, S¢, O¢ sa wspétliniowe jako rzuty
prostopadle punktow wspotliniowych. Podobnie punkty P, Sp, Op. Wobec tego, na mocy twierdzenia Talesa,

zachodzg réwnosci
PO PS PO PS

——— Oraz

00c ~ S50 00p ~ SSp°
Obydwa odcinki SS¢ 1 SSp sa promieniami sfery wpisanej w czworoscian ABC D, wiec maja rowna dtugosé.
Stad OO¢ = OOp.
Niech R bedzie promieniem sfery opisanej na czworoscianie ABC'D oraz h = OO¢ = OOp. 7 twierdzenia

Pitagorasa, promienie okregéw opisanych na trojkatach ABC' oraz ABD maja jednakowe dlugosci, roéwne
r = v R? — h2. Stad, na mocy twierdzenia sinuséw,

sin ZACB = /;B =sin ZADB.

r

7. zalozenia zadania obydwa te katy sa ostre, zatem ich miary sg réwne. O

4. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f, okreslone na zbiorze wszystkich liczb rzeczywistych i przyjmujace war-
tosci rzeczywiste, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi rownosé

f(f(@)+y) =22+ f(fly) —z).

Rozwigzanie:
Ustalmy = € R a nastepnie w powyzszym rownaniu podstawmy y := — f(z), dostajemy

f0) =2z + f(f(=f(=2)) —2) = f(f(=f(=2)) —2) = f(0) — 2z

Ze wzgledu na to, ze liczby f(0) — 2x dla = € R przebiegaja caly zbidr liczb rzeczywistych widzimy, ze f musi
by¢ surjekcja. Istnieje wiec liczba rzeczywista r taka, ze f(r) = 0.
Zauwazmy, ze wtedy

) =) +y) =2r+ [(fy) =r) = [(fy) =r) = (fly) =7) =7

Podobnie jak wyzej widzimy, ze liczby f(y) —r dla y € R przebiegaja caly zbidr liczb rzeczywistych, zatem dla
kazdego x € R
flz)=x—r.

Ostatecznie, jedynymi funkcjami ktére spetniaja warunki zadania sa funkcje postaci

f(z) =2 —c, gdzie c€R.



Rozwigzania

Mecz matematyczny

1. Niech zg bedzie rzeczywistym rozwiazaniem rownania
2> +pr+q=0,

gdzie p i ¢ sg liczbami rzeczywistymi. Pokazaé, ze 4qxy < p*.
Rozwigzanie:
Rozwazmy rownanie
zox? + pr +q=0.
Poniewaz x( jest rozwigzaniem rzeczywistym tego réwnania to jego wyrdznik musi by¢ nieujemny, czyli
dqxo < pP.

]

2. Niech N, oznacza zbiér liczb catkowitych dodatnich. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f: N, — N, takie,
ze dla dowolnych liczb catkowitych dodatnich m i n zachodzi podzielnosé¢

m? + f(n) | mf(m) + n.

Rozwiazanie:
Ustalmy n € N i podstawmy za m := f(n), dostajemy

F) + f(n) | f(n)f(f(n)) +n = f(n) [ n=>f(n) <n dlaneN,.

7 powyzszej nieréwnosci widzimy, ze f(1) = 1.
W wyjsciowej podzielnosci podstawmy teraz m := n, otrzymujemy

n*+ f(n) | nf(n)+n=n>+ f(n) <nf(n)+n=n>-n<(n—1)f(n),

stad f(n) > n dlan > 2, co w polaczeniu z nieréwnosciag n < f(n) dlan > 11 réwnoscia f(1) = 1 daje nam
jedyne rozwigzanie:

f(n)=n dlan e N,.

3. Liczby catkowite dodatnie a, b i ¢ spelniaja warunek
(a—b)*+ (b—c)*+ (c — a)* = 6abc.

Pokazaé, ze liczba a® 4 b® + ¢ 4 1 nie jest podzielna przez liczbe a + b+ ¢+ 1.

Rozwiazanie:
Warunek jest réwnowazny nastepujacemu

a’> +b% + ¢ — ab — bc — ca = 3abc.
Korzystajac z dobrze znanej réwnosci
a® + b+ ¢ — 3abc = (a + b+ c)(a® + b* + ¢ — ab — be — ca),

widzimy, ze zachodzi réwnosé
a®+b* +c* = 3abcla+b+c+1).

Oznacza to, ze liczba a + b + ¢ + 1 dzieli liczbe a® + b3 + ¢3, gdyby dodatkowo dzielita liczbe a® + b + ¢ + 1
uzyskalibysmy, ze 1 jest podzielne przez a + b+ ¢+ 1 - co jest niemozliwe. ]



4. Dany jest wielomian W stopnia n taki, ze dla kazdej liczby catkowitej m liczba W (m) jest liczba catkowita.
Pokazaé, ze istnieja liczby catkowite ag,aq, ..., a, takie, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x zachodzi rownos¢

W(z) :an@ +an1<nfl> +...+a0<”§>,

gdzie dla dowolnej liczby rzeczywistej x i liczby catkowitej dodatniej n definiujemy

(;Jc) o= @=2. .. (@=—ntl) @ 1.

n n!

Rozwiazanie:
Zastosujemy indukcje wzgledem n. Dla n = 1 jest to oczywiste, zatézmy wiec, ze n > 1. Rozpatrzmy
wielomian

Qxz) =P(x+1)— P(x).

Widzimy, ze na mocy warunkéw zadania dla kazdej liczby catkowitej n liczba Q(n) jest catkowita, ponadto
stopien wielomianu () wynosi doktadnie n — 1. Zatem na mocy zatozenia indukcyjnego istnieja liczby catkowite
ag, ai, - . ., a,_1 takie, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej x zachodzi réwnosé

Pz +1)— Px) =Q(x) = an1<ni 1) +an2<ni2> +...+a0<g>.
Ustalmy teraz m € Z i zauwazmy, ze
Pim)=P0)+Q(1)+Q2)+ ...+ Q(m —1).

Wykorzystujac powyzsza rownosé¢ oraz dobrze znana wtasnosé¢ wspotczynnikéw dwumianowych Newtona :

(oo () () e

P(z) = ap_1 (i) + an_s <n ’ 1) . +a0<f> +P(0) dlazeZ

a poniewaz powyzsza rownos¢ zachodzi dla nieskoniczenie wielu liczb to zachodzi dla kazdej liczby rzeczywiste;j.
Indukcja konczy dowdd. O

otrzymujemy, ze

5. Udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 istnieje n réznych liczb naturalnych takich, ze suma
kazdych dwoch sposrod tych liczb jest podzielna przez ich réznice.

Rozwiazanie:

Poniewaz liczba a+ b jest podzielna przez liczbe a — b, wiec liczba 2a jest podzielna przez ab. Ciag ztozony z
dwoch liczb 1, 2 spelnia warunki zadania. Niech cigg liczb naturalnych zq, 2o, ..., z, spetnia warunki zadania.
Wtedy liczba 221 - x5 - ... - x, jest podzielna przez réznice kazdych dwoéch liczb z ciagu xq, xa, . .., T,.

Niech p =1 25 -... x,. Wowczas ciag ztozony z n + 1 liczb p+x1, p+ 22, ... ,p+ ,, p spetnia warunki
zadania. [

6. Liczby rzeczywiste dodatnie a, b i ¢ spetniaja warunek

1 1 1
(a+b+c) <++> < 10.
a b c
Pokazaé, ze z odcinkéw o dtugosciach a, b i ¢ mozna zbudowaé trojkat.

Rozwigzanie:
Zatozmy, ze ¢ > a + b. Wowcezas

(a+b+c) <i+2+i> > (a+b+c)<

ct a—+b
>5+5j(&+b>4- —>545=10,

Z) =5
a+b+c +a+b+ c

1) 4c a+b



gdzie po drodze korzystamy z nieréwnosci pomiedzy Srednig arytmetyczng a geometryczng.
Otrzymalismy sprzeczno$¢ z warunkami zadania, a to oznacza, ze a + b > c. Analogicznie dowodzimy

pozostate dwie nieréwnosci: b+ ¢ > a oraz ¢ +a > b. [

7. Dana jest rodzina F podzbioréw zbioru {1,2,...,n} dla n € N, majaca wiecej niz 2" elementow.
Pokazaé, ze istniejg dwa zbiory A i B nalezace do rodziny F takie, ze AN B = ().

Rozwiazanie:

Rozwazmy rodzine S podzbioréw zbioru {1,2,...,n} o nastepujacej wlasnosci: Jezeli A1 B naleza do S to
AN B # (. Zauwazmy, ze dla dowolnego podzbioru X C {1,2,...,n} zbiory X lub {1,2,...,n} \ X naleza
do S, stad rodzina S ma co najwyzej 2"! elementéw, gdyz wszystkich podzbioréw zbioru {1,2,...,n} jest
doktadnie 2". Rodzina F ma wiecej niz 2" ! elementéw, co oznacza ze pewne dwa z nich sg rozlgczne - co bylo
do pokazania. ]

8. Wyznaczy¢ wszystkie pola na szachownicy rozmiaru 8 x 8 o nast¢pujacej wtasnosci: Po usunieciu tego
pola mozna pokry¢ pozostata czes¢ szachownicy klockami rozmiaru 3 x 1.

Rozwigzanie:
Wypehijmy pola danej szachownicy liczbami w nastepujacy sposob:

111{0j1}1(0|1]1
111{0j1}]1(0|1]1
0(0[2]0[{012(010
1{1(0}1(1]01]|1
111{0j1}]1(0|1]1
0(0]2(0]0(2]0/0
111{0j1}j1(0|1]1
111{0j1}]1(0|1]1

Wowcezas kazdy klocek przykrywa pola o tacznej sumie 2. Wobec tego suma liczb wpisanych w pola przykryte
przez 21 klockow wynosi 42, za$ suma liczb we wszystkich polach jest réwna 44. Zatem jedynymi polami o
zadanej wlasnosci moga by¢ tylko cztery pola z liczba 2. W istocie maja one taka wlasnos¢: kazde z nich jest
srodkiem pewnej szachownicy 5 X 5 1 po jego usunieciu mozna ja pokry¢ 8 klockami; pozostata czes¢ wyjsciowej
szachownicy rozpada sie na prostokaty 3 x 5 i 3 x 8, ktére oczywiscie réwniez mozna pokry¢ klockami. ]

9. W turnieju ping-ponga kazdy gracz rozegral doktadnie jeden mecz z kazdym z pozostalych graczy.
Udowodni¢, ze albo mozna umiesci¢ wszystkich graczy przy okraglym stole tak, by kazdy wygrat ze swoim
sagsiadem z prawej strony, albo mozna rozbi¢ wszystkich graczy na takie dwie grupy, ze dowolny gracz z pierwszej
grupy wygral z dowolnym graczem z drugiej grupy.

Rozwiazanie:

Jezeli mozliwe jest umieszczenie graczy przy okragltym stole w sposob opisany w zadaniu, to nietrudno sie
przekonaé, ze dla dowolnego rozbicia graczy na dwie grupy A i B nie moze sie zdarzy¢, ze kazdy gracz z A
wygral z dowolnym graczem z B (istnieje bowiem cztonek grupy B, ktorego sasiad z prawej strony nalezy do A
— rozpatrujac mianowicie cigg kolejnych graczy wokot stotu, poczawszy od pewnego cztonka B, zauwazamy, ze
w pewnym momencie musi nastapi¢ ,przeskok” do A). Nalezy teraz wykazaé¢ implikacje przeciwna: jesli takie
rozbicie nie istnieje, to mozna graczy rozmiesci¢ przy okraglym stole.

W tym celu udowodnimy najpierw, ze mozna niektérych sposrod graczy rozmiesci¢ przy okraglym stole.
Zauwazmy bowiem, ze w my$l nieistnienia rozbicia kazdy gracz wygrat przynajmniej jeden mecz. Rozpocznijmy
teraz od dowolnego gracza, nastepnie znajdzmy gracza, ktéry z nim przegral, poézniej gracza, ktory przegral z
tym drugim itd.; w pewnym momencie dojdziemy do gracza, ktéry wystapit w tym tancuszku juz wezeéniej —
a wtedy mozna fragment owego tancuszka rozpoczynajacy sie od tego gracza rozmiesci¢ przy stole.

WeZmy teraz pod uwage takie rozmieszczenie graczy przy okraglym stole, w ktérym liczba siedzacych przy
stole jest mozliwie najwigksza. Wystarczy zatem dowies¢, ze przy stole siedza wszyscy gracze. Przypusémy w
takim razie, iz tak nie jest.

Jezeli ktorys z graczy X poza stotem przegral z pewnym siedzacym oraz wygral z pewnym siedzacym, to
mozna — tak jak w pierwszym akapicie rozwigzania — znalez¢ takiego gracza siedzgcego A oraz jego sgsiada



z prawej strony B, ze X przegral z A oraz wygral z B. Wtedy gracza X mozemy usadzi¢ pomiedzy A i B, co
prowadzi do sprzecznosci z maksymalnoscig dotychczasowego rozmieszczenia.

Zatem zbior wszystkich graczy rozpada sie na trzy zbiory: zbior S siedzgcych przy stole, zbiér S; tych,
ktorzy przegrali ze wszystkimi siedzacymi, oraz zbiér Ss tych, ktérzy wygrali ze wszystkimi siedzacymi. Na
mocy nieistnienia rozbicia zbiory S; i S sa niepuste. Gdyby kazdy gracz z S; przegral z kazdym graczem z
S, to otrzymalibysmy niedopuszczalne rozbicie: na zbiory Sy oraz S U S;. Wobec tego istniejg gracze X € S
oraz Y € Sy, przy czym X wygral z Y. Ponadto dowolny gracz przy stole wygrat z X oraz przegrat z Y. W
tej sytuacji umieszczajac graczy X i Y pomiedzy pare dowolnie wybranych graczy juz siedzacych uzyskujemy
rozmieszczenie wiekszej liczby graczy przy okraglym stole, wbrew zatozonej wczesniej maksymalnosci. Teza
zostala tym samym wykazana. O

10. W trojkacie ABC dwusieczna kata BC A przecina okrag opisany w punkcie R # A, symetralng odcinka
BC w punkcie P oraz symetralng odcinka AC' w punkcie ). Punkty K i L sg $rodkami bokéw odpowiednio
BC' i AC. Pokaza¢, ze trojkaty RPK i RQL maja réwne pola.

Rozwiazanie:

Oznaczmy przez [F] - pole figury F. Zauwazmy, ze

/KPR =180°—- ZCPK =90°+ ZBCR =180° — ZLQC = ZRQL,
rowniez
/RBP = /RBA+ /ABP = /RCA+ Z/ABP = /CBP + ZQBP = ZABC = ZARC
a poniewaz BR = RA oraz /BPR = ZRQA to trojkaty BPR i RQA sa przystajace. Zatem
[KPQ] %~KP-PRSinKPR _KP-PR KP-CQ KP ‘ cQ
[LQR] 1 LQ-QRsnRQL LQ-QR LQ-CP LQ KP
gdzie po drodze skorzystaliSmy z powyzszych spostrzezen oraz podobienstwa trojkatow K PC i CQL. O]

1

Y

11. Dany jest rownolegtobok ABC D oraz punkt F' lezacy na odcinku C'D. Punkty O7, Oy i O3 sg srodkami
okregoéw opisanych na trojkatach ABF, BC'F i ADF. Dowies¢, ze ortocentrum trojkata 010203 lezy na prostej
AB.

Rozwigzanie:

Skorzystamy z dobrze znanego lematu:

Jezeli punkt P lezy na okregu opisanym na trojkgcie ABC to obrazy punktu P w symetrii wzgledem bokow
BC, CA i AB lezg na jednej prostej zawierajgcej ortocentrum trojkgta ABC.

Przejdzmy do rozwiazania zadania. Pokazemy najpierw, ze punkty F, O, Os, O3 lezg na jednym okregu.

Istotnie

1 1
L03F0y = 180° = ZDFO; — Z0,FC = 180° — S (180° — 2/DAF) — £ (180° — 2/CBF)
— /DAF + /CBF = ZAFB = 180° — £0,0,0s.

Na podstawie lematu wystarczy jedynie pokazaé, ze odbicia punktu P wzgledem bokdéw trojkata 010503
leza na prostej AB, jednakze jest to oczywiste, gdyz proste O30; oraz 0,0, sa symetralnymi odcinkéw odpo-
wiednio AF' i FB. O

(1)

12. Dany jest czworokat ABC' D wpisany w okrag, ktérego przekatne przecinajg si¢ w punkcie F. Przedtu-
zenia bokéw AD i BC wzdtuz punktéw A i B przecinaja sie w punkcie F. Niech G bedzie takim punktem,
ze czworokat EC'GD jest réwnolegltobokiem. Punkt H obrazem punktu F w symetrii wzgledem prostej AD.
Pokazac, ze punkty D, H, F' i G leza na jednym okregu.

Rozwiazanie:

Zauwazmy, ze czworokaty AF BE oraz DFCG sa podobne, gdyz na czworokacie mozna opisa¢ okrag oraz
czworokat DECG jest réwnolegtobokiem, stad ZDFG = ZEFC. Oznaczmy przez Z punkt przeciecia sie
prostych F'G i EC, woéwczas

/DHF =180°—-/ZHFD - /ZFDH =180° — 4ZDFFE — /BDA = /GFC — Z/BCA = ZGZC = 180° — LZFGD

co konczy dowdd. O



