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Wstep

Niniejsza broszura zawiera wszystkie zadania z obozu wraz z rozwiazaniami.



Tresci zadan
Zawody indywidualne grupy starszej

1. Dane sa dodatnie liczby catkowite a, b, ¢, spelniajace réwnoéé a?+b% = 2.

Wykazad, ze liczba §(c — a)(c — b) jest kwadratem liczby catkowite;.

2. W czworokacie wypuktym ABCD zachodzi AC = BD = AD. Punkty K
i N sg érodkami bokéw AB i C D, odpowiednio. Przekatne AC i BD przecinaja
sie w punkcie P. Okrag wpisany w tréjkat APD jest styczny do bokéw PA i
PD w punktach odpowiednio L i M. Pokazaé¢, ze punkty K, L, M i N leza na
jednej prostej.

3. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f: R — R takie, ze dla dowolnych liczb
rzeczywistych x i y zachodzi réwnosé

F@f(y) + F(f(@) + F) = yf (@) + fz+ fy)-

4. Slowem nazwiemy ciag liter alfabetu {a, b, ¢, d}. Powiemy, ze stowo jest
skomplikowane, gdy zawiera dwa sasiednie bloki tych samych liter. Stowa caab,
baba oraz cababda sa skomplikowane, podczas gdy stowa bacba i dcbdc nie. Sto-
wo, ktore nie jest skomplikowane nazwiemy proste. Pokazaé, ze liczba prostych
stéw n-literowych jest wieksza niz 2", gdzie n jest liczbg calkowita dodatnia.

5. Dane sa liczby rzeczywiste a, b i c takie, ze

(a=b2+(b-c)?+(c—a)?>2.

Pokazaé, ze
la —bl+ b —c|+|c—a|] > 2.

6. Liczby 1,2,...,2017 sa wypisane na tablicy. W kazdej sekundzie mazemy
cztery liczby postaci a, b, ¢, a + b + ¢ i zastepujemy je liczbami a + b, b + c,
¢+ a. Pokazaé, ze proces ten mozemy kontynuowaé przez co najwyzej 9 minut.

7. Liczby calkowite dodatnie a i n s takie, ze n dzieli a® + 1. Pokazaé, ze
istnieje liczba catkowita dodatnia b taka, ze n(n? + 1) dzieli b? + 1.



8. Dany jest wielokat wypukly A; As ... A, gdzie n > 4. Pokazaé, ze mozna
na nim opisa¢ okrag wtedy i tylko wtedy, gdy dla i« = 1,2,...,n, kazdemu
wierzchotkowi A; mozna przypisaé pare liczb rzeczywistych (z;,y;) tak aby
A;A; = zy; — ;95 dla dowolnych 1 < i < j < n.

9. Wielomian P(z) ma wspélczynniki calkowite. Udowodnié, ze jezeli wie-
lomiany P(z) oraz P(P(P(x))) maja wspélny pierwiastek rzeczywisty, to maja
takze wspolny pierwiastek catkowity.

10. Dana jest liczba catkowita dodatnia n taka, ze jest ona réwna sumie k >
3 parami réznych dzielnikéw liczby n. Niech p bedzie najmniejszym dzielnikiem
pierwszym liczby n. Pokazaé, ze

1 1 1

+ +...+—21
p p+1 p+k—1

11. Niech S bedzie skonczonym zbiorem liczb catkowitych wiekszych niz 1.
Powiemy ze podzbiér A C S jest dobry jesli dla dowolnego s € S znajdziemy
a € A takie, ze s i a nie sa wzglednie pierwsze. Pokazaé, ze liczba dobrych
podzbioréw jest nieparzysta.

12. W tréjkacie ostrokatnym ABC odcinki AK i BL sa wysokoSciami.
Okrag €2 jest okregiem dopisanym do tréjkata ABC i stycznym do odcinka
AB. Styczne wewnetrzne okregdéw: opisanego na tréjkacie CK L i ) przecinaja
AB w punktach P i Q. Pokaza¢, ze AP = BQ.

13. Dana jest tablica m x n wypelniona liczbami rzeczywistymi. Jesli su-
ma wszystkich liczb w rzedzie lub kolumnie jest ujemna, to zmieniamy zna-
ki wszystkich liczb w 6w rzedzie badZ kolumnie. Pokazaé, ze wykonujac taka
operacje wielokrotnie otrzymamy tablice w ktérej sumy liczb we wszystkich
wierszach lub kolumnach sa nieujemne.

14. W tréjkacie ABC punkt D lezy na odcinku BC. Prosta przechodzaca
przez punkt D przecina odcinek AB oraz po6lprosta A_C>' w punktach X i Y,
odpowiednio. Okrag opisany na trdjkacie BX D przecina okrag w opisany na
tréjkacie ABC w punkcie Z # B. Proste ZD i ZY przecinaja w w punktach
V i W, odpowiednio. Pokazaé, ze AB = VW.

15. Wyznaczy¢ wszystkie liczby pierwsze p takie, ze liczba

2r—1_1
p



jest kwadratem liczby catkowite;j.

16. Pokazaé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych nieujemnych a, b, c i d
zachodzi nieréwnos¢

1

(a2+b2—|—c2)(b2+c2—|—d2)(02—|—d2—|—a2)(d2+a2—|—b2) < ol

(a+b+c+d)?>.



Zawody indywidualne grupy mtodszej

1. Dana jest liczba catkowita dodatnia n > 1. Wyznaczy¢ wszystkie liczby
rzeczywiste dodatnie x, ktore spelniajg rownanie:

(n—1)-2"+1=n-z"*

2. W tréjkacie ABC punkt S jest érodkiem tuku BC' okregu opisanego,
ktéry zawiera punkt A. Punkt P lezy wewnatrz odcinka AB. Okrag opisany
na tréjkacie ASP przecina odcinek AC w punkcie Q). Pokazaé, ze BP = CQ.

3. Pokazaé, ze kazda liczbe catkowita dodatnig mozna zapisaé jako réznice
dwéch liczb catkowitych dodatnich, ktére maja taka sama liczbe dzielnikéw
pierwszych.

4. Na tablicy napisano stowo abdc. W jednym ruchu mozemy dopisa¢ lub
usunaé (na poczatku, w érodku lub na koncu) palindrom parzystej dlugosci
utworzony z liter a, b, ¢, d. Rozstrzygnaé, czy po skonczonej liczbie ruchéw mo-
zemy uzyskaé stowo bacd.

(Uwaga: Palindromem nazywamy slowo, ktére czytane od lewej do prawej jest
takie samo jak czytane od prawej do lewej, np. abba, cc, daaaad.)

5. W kazdy wierzcholek o$mioécianu foremnego wpisano liczbe 0 lub 1 lub
2. Nastepnie na kazdej $cianie napisano sume liczb z wierzchotkéow, ktore wy-
znaczaja te $ciane. Pokazaé, ze na pewnych dwoch écianach napisano te samag
liczbe.

6. Dane sg dodatnie liczby wymierne a, b rézne od 1. Wykazaé, ze jesli liczba
Vab — \/a — b+ 1 jest wymierna to ab jest kwadratem liczby wymiernej.

7. Okregi 01, 09 sa styczne do prostej odpowiednio w punktach A, B, oraz
przecinajg si¢ w punktach XY, przy czym X lezy blizej prostej AB niz Y.
Prosta AX przecina okrag oo w punkcie P réznym od X. Styczna do okregu oo
w punkcie P przecina prosta AB w punkcie Q. Wykazaé, ze XY B = $BY Q.

8. Dana jest liczba pierwsza p > 2 oraz liczby catkowite dodatnie: a1, as, ..., ap
oraz by, b, ...,b,. Wykazaé, ze isnieja takie rézne liczby catkowite dodatnie , j
takie, ze conajmniej jedna z liczb a; — a;, b; — b;, a;b; — a;b; jest podzielna
przez p.



9. W trapezie ABC'D, M oraz N to srodki podstaw AB oraz C'D. Punkt P
lezy na odcinku M N. Wykazaé, ze pola trojkatéw APD oraz BPC sa réwne.

10. Udowodnié, ze réwnanie
22— 0Pt =17

ma nieskonczenie wiele rozwiazan w liczbach catkowitych dodatnich.

11. Dany jest zbior 2017 punktéw na plaszczyznie, ktore nie leza na jednej
prostej. W kazdy punkt tego zbioru wpisujemy liczbe rzeczywista, przy czym
spelniony jest nastepujacy warunek: na dowolnej prostej przechodzacej przez
co najmniej dwa punkty zbioru suma wpisanych liczb jest réwna 0. Udowodnié,
ze wszystkie wpisane liczby sa réwne 0.

12. Dane sa liczby catkowite dodatnie n, m. Oznaczmy jako zbiér S zbior
wszystkich liczb, ktére mozna zapisaé w postaci mz? + ny? dla pewnych z,y
catkowitych dodatnich. Wykazaé, ze jesli liczby catkowite dodatnie p,q,r € S
to réwniez iloczyn p-q-r € S.

13. Wykazaé, ze dla zadnego k calkowitego dodatniego liczba 3* nie jest
suma dwéch kwadratéw liczb caltkowitych dodatnich.

14. Dane jest panstwo A, w ktérym sa miasta osdpowiednio: aq, as, ..., an
oraz panstwo B w ktorym sa miasta by, bo, ..., b,. Pewne z miast aq,aso, ..., an
oraz by, b, ..., b, sa polaczone drogami, przy czym jesli miasta a; i a; nie sa
polaczone droga, to miasta b; i b; sa potaczone droga oraz jedli miasta a; i a;
sa potaczone droga, to miasta b; i b; nie sg polaczone drogg. Wiadomo, ze w
panstwie A istnieje miasto, z ktérego nie mozna dojechaé¢ do pewnego innego
miasta z A. Udowodnié, ze z kazdego miasta w panstwie B mozna dojechaé¢ do
kazdego innego miasta z B za pomoca drog.

15. Znalez¢ wszystkie liczby rzeczywiste x spelniajace rownoscé:

8% 4 27% 7

122 + 18 6

16. Punkt I jest srodkiem okregu wpisanego w tréjkat ABC, zas w jest
okregiem opisanym na tym tréjkacie. Okrag « styczny do odcinkéw AC, BC
jest styczny do okregu w w punkcie D, a M jest srodkiem tuku AB okregu w,
na ktérym lezy punkt C'. Wykazaé, ze punkty D, I, M sa wspotliniowe.



Mecz Matematyczny grupy mlodszej

1. Rozwazmy ciag a, = |n(n + 1) — 19|. Dla dowolnego n > 4 wykazad,
ze: Jesli dla kazdego k < n liczby ay oraz a, sa wzglednie pierwsze to a,, jest
liczba pierwsza.

2. Wykazaé, ze réwnanie 3 = n24m? +1 ma nieskorficzenie wiele rozwiazan
w liczbach catkowitych dodatnich.

3. Znalez¢ wszystkie n calkowite dodatnie, takie ze istnieja calkowite do-
datnie a, b, ¢ spelniajace réwnos¢:

a’?+ b2+ 2 =n?

4. Rozwiazaé w liczbach rzeczywistych a, b, ¢, d uktad réwnan

(b+c+d)*18 = 3a
(a+c+d)?"18 = 3b
(a+b+d)?°® =3¢
(a+b+c)?"18 =3d

5. Dane sg rézne liczby rzeczywiste a, b, ¢, rézne od 0 takie, ze:
1 j—

a+b

1 1
b+ —-=c+ -
c a

Wykazaé, ze |abe| = 1.

6. Znalez¢ wszystkie funkcje f: R +— R spelniajace dla dowolnych liczb
rzeczywistych rownanie:

F@® + f(@)f(y)) = af(x +y).

7. Ciag x1,xa, ...,z liczb calkowitych dodatnich nazwiemy n — dobrym
jesli x1 + a2+ ...+ x = n dla liczby catkowitej dodatniej n. Dla kazdego ciggu
n — dobrego rozpatrzmy iloczyn wszystkich x; (np. dla 6 — dobrego ciagu 1,2,3
taki iloczyn bedzie wynosil 6). Niech f(n) bedzie najwigkszym sposréd tych
iloczynéw. Obliczy¢ f(n).



8. Danych jest n miast oraz n — 1 drég miedzy nimi. Z kazdego miasta
mozna dojechaé¢ do kazdego innego za pomoca danych drég. Pewne 2k miast
(0 < k < %) zostato pokolorowane na czerwono. Wykaza¢, ze mozna tak dobraé
w pary czerwone miasta, aby dla kazda Sciezka laczaca miasta z danej pary
przechodzila przez pewine, stale miasto.

9. W tréjkacie ABC odcinki AB, AC sa érednicami okregéw w i a. Wykazad,
ze istnieje okrag styczny do okregéw w i a, ktérego srodek lezy na odcinku BC.

10. Punkt I jest érodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC'. Prosta Al
przecina prosta BC w punkcie D oraz okrag opisany na tréjkacie ABC w
punkcie S réznym od A. Punkt K jest $rodkiem okregu wpisanego w trdjkat
DSB, a punkt L — w tréjkat DSC. Punkt P jest odbiciem symetrycznym
punktu I wzgledem prostej K L. Wykazaé, ze kat BPC' jest prosty.

11. Dany jest prostopadloécian ABCDA’B’'C’D’. Niech «, 3, v beda katami
utworzonymi przez przekatng AC’ z krawedziami AB, AD i AA’. Udowodnié,
ze:

3
tga+tg B+ tgy < §tgatgﬂtg7



Mecz Matematyczny grupy starszej

1. Niech a, b, ¢ beda takimi liczbami dodatnimi, ze abc = 1. Wykaz, ze
1 1 1
(a—l—i—) (b—l—i—) (c—l—i—) < L.
b c a

2. Dane sa parami rézne liczby rzeczywiste x1, xa, . . . ,, 0 niezerowej sumie.
n n
Pokazacé, ze istnieja takie liczby aq, ao, .. ., ay, ze E a;x; < 0 oraz E ;i Tr(s) >
i=1 i=1

0 dla dowolnej permutacji = zbioru {1,2,...,n} réznej od identycznosci.

3. Niech r,a1,as9,...,as, beda ré6znymi liczbami catkowitymi. Niech
(r—a1)(r —as)...(r—ag,) = (=1)"(n)2
Wykaz, ze

_a1+a2+...+a2n
= o .

4. Dana jest liczba calkowita dodatnie n. Wykaz, ze liczba 23" 4+ 1 ma
przynajmniej n réznych dzielnikéw dajacych reszte 3 z dzielenia przez 8.

5. Niechn € N\{0;1}i{f(1), f(2),..., f(n)} bedzie permutacja {1,2,...,n}
taka, ze {1/(1) 27 nf(")} jest permutacja {1,2,...,n} modulo n. Wykaz,
ze n € PU 2P, gdzie 2P to zbidr liczb pierwszych pomnozonych razy dwa.

6. Tablica 100 x 100 jest podzielona na kwadraty jednostkowe. W kazdym
kwadracie znajduje sie strzatka wskazujaca gore, dét, prawo albo lewo. Plansza
otoczona jest murem z wyjatkiem prawego boku pola w prawym gérnym rogu.
Dzik znajduje si¢ na jednym z tych kwadratéw. W kazdej sekundzie dzik rusza
sie jedno pole z kierunkiem zgodnym ze strzalka. Po wykonaniu ruchu strzatka
obraca si¢ 0 90° w prawo. Jesli wskazanego ruchu nie da si¢ wykonaé, to dzik stoi
w miejscu a strzalka obraca sie. Rozstrzygnaé, czy dzik zawsze moze opuscié
plansze.

7. Wykazaé, ze dla kazdego n catkowitego dodatniego istnieje okrag, ktéry
zawiera doktadnie n punktéw kratowych.

10



8. Na plaszczyznie dany jest wielokat W o polu wigkszym od n. Wykaz, ze
mozna tak przesunaé réwnolegle wielokat W, ze w jego wnetrzu znajdzie sie co
najmniej n + 1 punktéw kratowych.

9. W tréjkacie ABC punkt M jest srodkiem boku BC'. Prosta [ jest prosto-
padia do AM. Proste przechodzace przez M prostopadle do AB, AC przecinaja
[ odpowiednio w punktach P, Q. Punkt N jest érodkiem odcinka PQ. Wykaz,
ze MN 1 BC.

10. Dany jest tréjkat ABC, w ktorym I jest srodkiem okregu wpisane-
go.0znaczmy przez I' okrag opisany na tym trdjkacie. Niech prosta Al tnie T’
w puntach A, D. Niech E bedzie punktem na luku BDC okregu I oraz F' lezy
na BC, przy czym SBAF = JCAE < %<)BAC. Oznaczmy przez G srodek
odcinka IF. Wykaz, ze proste FI oraz DG przecinaja sie na okregu I'.

11. Okrag wpisany w trojkat ABC jest styczny do bokéw BC,CA, AB
odpowiednio w punktach D, E, F. Oznaczmy przez My, My $rodki odcinkéw
odpowiednio BF,C'E. Prosta l4 jest prosta przechodzaca przez punkt A oraz
prostopadta do M7 Ms. Proste I g, [ definiujemy analogicznie. Wykaz, ze proste
la,lp,lc przecinaja sie¢ w jednym punkcie.

11



Zadania trudniejsze

1. Dany jest wielokat wypukly F = A;As ... A,. Dla dowolnego punktu
P wewnatrz, punkty B; to punkty przeciecia PA; z obwodem F. Wielokat F
nazwiemy zbalansowanym, jesli dla pewnego punktu P wewnatrz wielokata,
punkty Bi, Bs, ..., B, leza wewnatrz réznych bokéw F. Rozstrzygnaé czy F
jest zbalansowany dla

(a) parzystego n,

(b) nieparzystego n.

2. Wyznaczy¢ wszystkie wielomiany P o wspoétczynnikach catkowitych o
nastepujacej wlasnosci: Dla dowolnych wzglednie pierwszych liczb caltkowitych
aibciag {P(an+b)},>1 zawiera nieskonczenie wiele wyrazéw takich, ze kazde
dwa z nich sa wzglednie pierwsze.

3. Rozstrzygnaé czy zbidr liczb catkowitych, ktére nie daja sie przedstawic
jako suma kwadratéw réznych liczb calkowitych jest skonczony.

4. Dane sg liczby catkowite dodatnie m > n oraz zbiér S wszystkich ciagow
(a1,az,...ay) takich, ze a; + a2 + ... + a, = m. Pokazaé, ze

Z 191902 ., p@n — i(_l)n—i (TZL) im.

(a1,a2,...a,)€S i=1

5. Dane sa liczby rzeczywiste a, b, c i d takie, ze
(a® +1)(b* + 1)(c* +1)(d* + 1) = 16.

Pokazaé, ze
—3 < ab+bc+ cd+ da+ ac+ bd — abed < 5.

6. Dany jest trdojkat ABC wpisany w elipse o dtugoéci k. Pokazaé, ze k > 4r,
gdzie r jest promieniem okregu wpisanego w tréjkat ABC.

Uwaga: Elipsa o ogniskach Fy i F» i dlugosci k jest zbiorem punktéw P
takich, ze PFy + PF5 = k.
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7. Pokazaé, ze dla dowolnego wielomianu P o wspotczynnikach rzeczywi-
stych istnieje wielomian @) o wspélczynnikach rzeczywistych taki, ze wielomian
P(1)? + Q(x)? jest podzielny przez (1 + x2)2°17,

8. Punkt M lezy na okregu opisanym na tréjkacie ABC. Styczne do okregu
wpisanego w trojkat ABC poprowadzone z punktu M przecinaja prosta BC' w
punktach X7 i Xo. Pokazaé, przy zmieniajacym si¢ wyborze punktu M, okregi
opisane na tréjkatach M X; Xe maja punkt wspolny.

9. Pokazaé, ze dla dowolnego € > 0 istnieje liczba calkowita n taka, ze
najwiekszy dzielnik pierwszy liczby n? + 2017 jest mniejszy niz en.

13



Rozwigzania

Zawody indywidualne grupy starszej

1. Dane s3 dodatnie liczby catkowite a, b, ¢, spelniajace réwnoéé a®+b% = c2.

Wykazaé, ze liczba %(c —a)(c —b) jest kwadratem liczby caltkowite;j.
Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze

2(c — a)(c —b) = 2¢% + 2ab — 2bc — 2ac = (1)
=a® + b + 2 + 2ab — 2bc — 2ac = (a + b — ¢)?,

wiec
a+b—c>2

e ae-0 = (5

Pozostaje zauwazyé, ze 2 | a + b — ¢, gdyz na podstawie wiemy, ze 2 |
(a+b—c)> O

2. W czworokacie wypuktym ABCD zachodzi AC = BD = AD. Punkty K
i N sg érodkami bokéw AB i C D, odpowiednio. Przekatne AC i BD przecinaja
sie w punkcie P. Okrag wpisany w tréjkat APD jest styczny do bokéw PA i
PD w punktach odpowiednio L i M. Pokazaé¢, ze punkty K, L, M i N leza na
jednej prostej.

Rozwigzanie:

Niech S bedzie punktem stycznosci okregu wpisanego w tréjkat APD z
bokiem AD. Niech prosta LM przecina odcinek AB w punkcie K’. Stosujac
twierdzenie Menelaosa dla trojkata APB przecietego prosta LM mamy

BK' AL PM

K'A LP MB
Korzystajac z réwnosci odcinkéw stycznych i zaleznoéci danej w zadaniu do-
stajemy BM = AS = AL oraz PL = PM. Wobec tego

BK' _(PM AL\™'_
K'A  \PL MB -

wiec K = K'. Analogicznie dowodzimy, ze na prostej LM lezy punkt N, skad
teza. O

14



3. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f: R — R takie, ze dla dowolnych liczb
rzeczywistych x i y zachodzi rownosé

F@f@) + (@) + f(y) = yf (@) + flz + f(y)-

Rozwigzanie:

Oznaczmy wyjsSciowe réwnanie przez (). Zauwazmy, ze f = 0 jest rozwia-
zaniem (x). Zalézmy wiec, ze istnieje ¢ € R takie, ze f(c) # 0.

Jesli f(a) = f(b) dla pewnych a,b € R, to podstawiajac (z,y) — (¢, a) oraz
(z,y) — (e,b) w (x) dostajemy zaleznosci

flef(a)) + F(f(e) + f(a)) = af(c) + f(c + f(a))

flef ) + f(f(e) + f(b) = bf(c) + f(c+ f(D))
ktore po odjeciu stronami daja zwiazek f(c)(a —b) = 0, skad a = b, gdyz
f(c) # 0. Zatem f jest injekcja.

Kladac (z,y) — (0,1) w () mamy f(f(1) + f(0)) = f(f(1)), wiec z in-
jektywnosci f widzimy, ze f(1) + f(0) = f(1), czyli f(0) = 0. Podstawiajac
teraz y — 0 w (%) otrzymujemy zaleznosé¢ f(f(z)) = f(x), ktéra w polaczeniu
z injektywnoscia f implikuje, ze f(z) = z, dla z € R.

Ostatecznie, jedynymi funkcjami spelniajacymi warunki zadania sa f(z) =
x oraz f(z) = 0. O

4. Stowem nazwiemy ciag liter alfabetu {a,b, ¢, d}. Powiemy, ze slowo jest
skomplikowane, gdy zawiera dwa sasiednie bloki tych samych liter. Stowa caab,
baba oraz cababda sa skomplikowane, podczas gdy stowa bacba i dcbdc nie. Sto-
wo, ktore nie jest skomplikowane nazwiemy proste. Pokazaé, ze liczba prostych
stéw n-literowych jest wieksza niz 2", gdzie n jest liczbg catkowita dodatnia.

Rozwigzanie:

Niech S,, bedzie zbiorem prostych n-literowych stéw oraz s,, := #.5,,. Doda-
jac kazda litere na koniec kazdego slowa z S,, dostajemy zbiér T,,41 skladajacy
sie z (n 4 1)-literowych stéw taki, ze #7511 = 4sy,.

Jest jasne, ze Sp+1 C T,4t1, jednakze zawieranie jest ostre, gdyz dodanie
dodatkowej litery moze skomplikowaé stowo. Stanie si¢ tak, wtedy gdy w danym
stowie istnieja dwa identyczne bloki k-literowe na koncu, dla 1 < £k < m =
|2£L].

2Niech " 1 oznacza zbiér tych stéw ktére maja na koncu dwa identyczne
k-literowe bloki. Mamy wtedy

Sni1 = # i1 — #T iy — #Toy — oo — #T0 .

Ponadto #7! nt1 = = s, oraz #Tn+1 Sn+1—k, gdyz ostatnie k litery stow z T
mozemy usunaé dostajac rézne stowa proste o n + 1 — k literach. Zatem

Sn+41 P 3517, —Sn—1—":.-— Sntl-m- (2)
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Aby otrzymaé teze zadania wystarczy pokazaé, ze Spy1 > 2s,. Dlan =1
nieréwnoéc¢ jest prawdziwa, gdyz s; = 4, so = 12. Zakladajac prawdziwosé dla
n 1 wykorzystujac nieréwnosé dostajemy

1 1
Sn+123871_58”_18”—...>35n_5n:25n.

5. Dane sa liczby rzeczywiste a, b i ¢ takie, ze
(a=b2+(b—-c)?+(c—a)?>2

Pokazaé, ze
la —bl+ b —c|+|c—a|] > 2.

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze

(lo—bl+[b—cl +lc—a)® = (a—b)* + (b= 0)* + (c — a)*+
+2(Ja = b||lb—c|+ |b—c|lc — a| + |¢ — a|la —b]).

Wykorzystujac nieréwno$¢ |z| > —z, ktéra zachodzi dla dowolnej liczby rze-
czywistej x oraz warunki zadanie, stwierdzamy, ze

(@=b2*+ (=) +(c—a)® +2(la = bllb—c| +[b - cllc — al + |c — alla — b]) >
> 24 2((a—b)(b— ) + (b—c)(c — a) + (c— a)(a—b)) =
=24+ (a—0)*+(b—c)*+(c—a)*>4.

FLaczac powyzsze nieréwnosci dostajemy teze zadania. O

6. Liczby 1,2,...,2017 sa wypisane na tablicy. W kazdej sekundzie mazemy
cztery liczby postaci a, b, ¢, a + b + ¢ i zastepujemy je liczbami a + b, b + ¢,
¢+ a. Pokazaé, ze proces ten mozemy kontynuowaé przez co najwyzej 9 minut.

Rozwiazanie:
Na poczatku zauwazmy, ze w kazdym ruchu liczba liczb na tablicy zmniejsza
si¢ o 1. Ponadto suma liczb si¢ nie zmienia, gdyz

a+b+c+(a+b+c)=(a+b)+(b+c)+ (c+a).
Roéwnosé

(a4+0)2+b+c)?+(c+a)?=a?+>+c + (a+b+c)?
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pokazuje, ze suma kwadratéw réwniez nie zmienia sie¢ podczas wykonywania
ruchu. Wobec tego dla danej liczby naturalnej n, jedli ay,aq, ..., a, oznaczaja
liczby, ktére sa w pewnym momencie wypisane na tablicy, to

n n 1
> a; =1009-2017, » a7 = - -2017-2018 - 4035.
i=1 =1 6

Z nieréwnoéci Cauchy’ego-Schwarza mamy

n n 2
n g a? > ;
i Z a; ;
] =1

1=1
wiec
(1009 - 2017)2

n> o ~ 1513.
120172018 - 4035

Oznacza to, ze proces moze by¢ kontynuowany przez co najwyzej 2017—1513 =
504 sekundy, czyli nie wiecej niz 9 minut. O

7. Liczby calkowite dodatnie a i n sa takie, ze n dzieli a® + 1. Pokazaé, ze
istnieje liczba catkowita dodatnia b taka, ze n(n? + 1) dzieli v* + 1.

Rozwiazanie:
Niech b = (n? + 1)a + n. Wéwczas

P4+l=(n*+1Da+n)?+1=ad>4+1=0 (modn)

oraz
P+1=(n*+1Da+n)?+1=n>+1=0 (modn®+1).

Poniewaz n i n? + 1 sa wzglednie pierwsze, to n(n? + 1) dzieli b. O

8. Dany jest wielokat wypukly A; As ... A, gdzie n > 4. Pokazaé, ze mozna
na nim opisa¢ okrag wtedy i tylko wtedy, gdy dla i« = 1,2,...,n, kazdemu
wierzchotkowi A; mozna przypisaé pare liczb rzeczywistych (z;,y;) tak aby
A;A; = x;y; — ;95 dla dowolnych 1 < i < j < n.

Rozwiazanie:

Zalézmy, ze A1As... A, jest wpisany w okrag o Srodku w punkcie O i
promieniu R. Niech 6; := %%Ai()/h oraz (b, ¢;) = (V2Rsinf;, V2R cos ;)
dla:=1,2,...,n. Wowczas

bjci — bic; = 2Rsinfj cos; — 2Rsinb; cosf; = 2Rsin (6; — 0;) = A;A;
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edvsbvdsvsd gdzie ostatnia réwnos¢ wynika z faktu, iz 6; — 0; jest potowa kata
opartego na tuku A;A;.

Pokazemy teraz przeciwna implikacje dla czworokata. Rozwazmy czworokat
A1 A3 A3 Ay wraz 7 przypisanymi parami liczb (b1, 1), (be, c2), (bs, ¢3), (ba, c4).
Wowczas

AjAg = bicy — c1b,
A Az = bacs — cabs,
A3Ay = bzcy — c3by,
AgAy = bicy — c1by,
Az Ay = bacy — caby,
A1 Az = bies — c1bs,

wiec

A1 Ay - AsAy + AgAz - AgAr = (bica — c1ba)(bscy — c3ba)+
+ (bacs — c2bs)(bicy — c1by) =

= b1bzcacy — bibycacs — babzcicy + babycyicz+

+ bibacseq — babacics — bibscacy + b3bacica =

= —bibscacg — babscicy + bibacgey + bgbycico =

= (bics — c1b3)(bacs — coby) = AgAy - A1 As.

Wobec tego na podstawie twierdzenia Ptolemeusza wnioskujemy, ze na czwo-
rokacie A; As A3 A4 mozna opisaé okrag. Powtarzajac powyzsze rozwazania dla
czworokatéow A;A;11A;12A;13 dostajemy cyklicznosé wielokata A As ... A,.

O

9. Wielomian P(z) ma wspo6lczynniki calkowite. Udowodnié, ze jezeli wie-
lomiany P(z) oraz P(P(P(x))) maja wspélny pierwiastek rzeczywisty, to maja
takze wspolny pierwiastek calkowity.

Rozwiazanie:

Niech liczba rzeczywista xy bedzie wspdlnym pierwiastkiem wielomianéw
P(z) i P(P(P(x))). Z réwnosci P(xo) = 0 oraz P(P(P(z))) = 0 otrzymujemy
P(P(0)) = 0. Liczba catkowita m = P(0) spelnia zatem warunki P(m) =
P(P(0)) =0 oraz

co oznacza, ze m jest zadanym wspélnym pierwiastkiem catkowitym. O
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10. Dana jest liczba calkowita dodatnia n taka, ze jest ona réwna sumie k >
3 parami réznych dzielnikéw liczby n. Niech p bedzie najmniejszym dzielnikiem
pierwszym liczby n. Pokazaé, ze

1 1 1

+ +...+—>1
p p+1 p+k—1

Rozwiazanie:
k
Niech dy > dy > ... > dj beda dzielnikami liczby n takimi, ze n = Zdi'
. . n ..on n n . .i:1.
Poniewaz d; < n, to — > p. Jako, ze —, —, ..., — jest rosnacym ciagiem
d1 dl d2 dk
liczb catkowitym, to
n n n
— > 1, —> 2, ..., — > k—1.
dz/p+ s dj/p—F 5 5 dk/p+
Wobec tego
1 1 1 di | da dp _n
-t — 4. —> =+ =4+ —=—=1.
p+p—|—1+ +p—|—k—1/n+n+ +n n

11. Niech § bedzie skonczonym zbiorem liczb catkowitych wiekszych niz 1.
Powiemy ze podzbiér A C S jest dobry jesli dla dowolnego s € S znajdziemy
a € A takie, ze s i a nie sa wzglednie pierwsze. Pokazaé, ze liczba dobrych
podzbioréw jest nieparzysta.

Rozwigzanie:

Dla podzbioru A C S, jego kolcem nazwiemy taka liczbe calkowita zbioru
S, ktéra jest wzglednie pierwsza z kazdym elementem zbioru A. Zauwazmy,
ze dobre podzbiory nie maja kolcéw. Przez k(A) oznaczymy zbiér wszystkich
kolcéw A, w szczegdlnosci k(A) = 0 jesli A jest zbiorem dobrym.

Dla dowolnych podzbioréw A, B C S, par¢ uporzadkowana (A, B) nazwie-
my zlg, jesli dla (x,y) € A x B mamy NWD(z,y) = 1. Liczba takich uporzad-
kowanych par jest nieparzysta, gdyz jesli para (A, B) jest zla to para (B, A)
réwniez oraz (0, ) jest jedyna zla para postaci (X, X).

Zauwazmy, ze dla podzbioru X C S, liczba zlych par postaci (X, A) jest
réwna 275(X) odyz (X, A) jest para zla wtedy i tylko wtedy, gdy A jest pod-
zbiorem wszystkich kolcéw X. Poniewaz 2#%(X) jest nieparzyste wtedy i tylko
wtedy, gdy X jest dobrym podzbiorem, to powyzsze obserwacje implikuja teze
zadania. O

12. W tréjkacie ostrokatnym ABC odcinki AK i BL sa wysokoSciami.
Okrag €2 jest okregiem dopisanym do tréjkata ABC i stycznym do odcinka
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AB. Styczne wewnetrzne okregdéw: opisanego na tréjkacie CK L i ) przecinaja
AB w punktach P i Q. Pokazaé¢, ze AP = BQ.

Rozwigzanie:

Oznaczmy przez w okrag opisany na tréjkacie CK L. Niech R bedzie érod-
kiem jednokladnosci wewnetrznej w i 2. Niech Cy, C] beda punktami stycznosci
okregéw wpisanego w tréjkat ABC' i okregu wpisanego w tréjkat PQR, odpo-
wiednio z prosta AB. Ponadto niech okrag () jest styczna do AB w punkcie Cs
a punkt C3 takim punktem €2, ze CoC'5 jest Srednica ).

Punkty C, R, C3 sa wspdéHiniowe, gdyz Srednica w jest prostopadia do AB.
Jednoczesnie punkty C, Cy, Cs rowniez sa wspotliniowe, gdyz C jest srodkiem
jednoktadnosci przesytajacej okrag wpisany w tréjkat ABC na Q.

Analogicznie dostajemy, ze punkty R, C7, C3 sa wspdlliniowe, wiec C] = Cy.
W szezegblnosei srodki odcinkéw AB, C1Cq, C1Cs i PQ sie pokrywaja (znany
lemat), co implikuje teze zadania. O

13. Dana jest tablica m x n wypelniona liczbami rzeczywistymi. Jesli su-
ma wszystkich liczb w rzedzie lub kolumnie jest ujemna, to zmieniamy zna-
ki wszystkich liczb w 6w rzedzie badz kolumnie. Pokazaé, ze wykonujac taka
operacje wielokrotnie otrzymamy tablice w ktérej sumy liczb we wszystkich
wierszach lub kolumnach sa nieujemne.

Rozwigzanie:

Niech S bedzie suma wszystkich liczb na tablicy. Zauwazmy, ze podczas
opisanej procedury dowolna liczby w polu tablicy pozostaje taka sama lub jest
zamieniona na liczbe przeciwna. Wobec tego istnieje co najwyzej 2™" mozli-
wych tabel do otrzymania.

Rozpatrzmy teraz dowolna prosta (wiersz lub kolumne), w ktérej suma liczb
jest ujemna. Jesli takie nie istnieja, woéwczas otrzymalismy tablice spelniaja-
ca warunki zadania. W przeciwnym wypadku wykonujac operacje zwigkszamy
sume S. Poniewaz S przyjmuje tylko skonczenie wiele wartosci, to S moze-
my zwiekszaé tylko skoniczenie wiele razy. Wobec tego iterujac proces musimy
otrzymac tablice w ktérej suma liczb w kazdej prostej jest nieujemna. O

14. W tréjkacie ABC punkt D lezy na odcinku BC. Prosta przechodzaca
przez punkt D przecina odcinek AB oraz pélprosta m w punktach X i Y,
odpowiednio. Okrag opisany na trojkacie BX D przecina okrag w opisany na
trojkacie ABC w punkcie Z # B. Proste ZD i ZY przecinaja w w punktach
V' i W, odpowiednio. Pokazaé, ze AB = VW.

Rozwiazanie:

Punkt Z jest punktem Miquela czworokata zupelnego AX DC, wigc lezy na
okregu opisanym na tréjkacie C'DY. Wobec tego

IWZV = 4180° — ¥DZY = <DCY = 180° — YACB,

20



wiec cigciwy AB i VW okregu w wyznaczaja réwne tuki, stad teza zadania. [

15. Wyznaczy¢ wszystkie liczby pierwsze p takie, ze liczba

or—1 1
p
jest kwadratem liczby catkowite;j.
Rozwiazanie:
Zalézmy, ze
P | 9
L =2
p
gdzie n jest liczba calkowita. Wéwczas
91 1= (2% + 1) (2% - 1) = pnZ. (3)

Poniewaz

NWD (2”*51 11,25 — 1) —1,

to z réwnoéci wynika, ze jedna z liczb 25 ¢ 1, 25 1 jest réwna p°a’ a
druga b2, gdzie a, b i e sa liczbami catkowitymi nieparzystymi.
Zalézmy, ze
—1
27 4+1=0 = (20 +1)?
dla pewnej liczby caltkowitej x, wéwczas mamy rownosé

p—1

277 =dx(x—1).

Tloczyn z(x + 1) jest potega dwdjki wtedy i tylko wtedy, gdy = = 1, zatem
p—1

277 =8 =23 wiec %:3, stad p=T.
Jesli )
-
277 —1=0b>=(22+1)%
to .
o
277 =2(22% + 22+ 1).
Poniewaz 222 + 22 + 1 jest liczba nieparzysta, wiec musi byé¢ réwna 1, stad
z = 0. Zatem 2" = —1 = 1, wiec % =1, czyli p=3.
Ostatecznie jedynymi liczbami pierwszymi spelniajacymi warunki zadania

sap=3,T7. O

16. Pokazaé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych nieujemnych a, b, ¢ i d
zachodzi nieréwnosc¢

1
(a®>+0* + A+ +d) (P +d* +a®)(d* +a® +b7) < 6—4(@ +b+c+d)d.
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Rozwiazanie:
Zalézmy bez szkody, ze a > b > ¢ > d i niech

fla,b,c,d) == (a® +b* 4+ *)(b* + * + d?)(c* + d* + a®)(d* + a* + b?).

Zauwazmy, ze zachodza nastepujace nieréwnosci
d\ 2 d\ 2
a2+§+m2<<a+cz ) +<b+C; )
c+d )
c+d\’
b
5+ (57

P+ +d?<

(
(

Pra?ib?< C+d>
wiec
d d
a,b,c,d) < (H—CJr ,ZH-CJr ,0,0
flabeed) < f (a+
d d
Niecha::a—i—%,y:b—l—%,Wtedyx+y:a+b+c+dzatemwystarczy

pokazaé nieréwnosé

1
(2 4+ y*)?2%y? < 6ﬁw+y)

Na podstawie nieréwnosci miedzy srednia arytmetyczng a geometryczng mamy

2
(22 + y?)ay = l(x2 42 1 (MW) _ 1
2

22y < = 4
y~)2xy 5 5 §x+w
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Zawody indywidualne grupy mtodszej

1. Dana jest liczba catkowita dodatnia n > 1. Wyznaczy¢ wszystkie liczby
rzeczywiste dodatnie x, ktére spelniaja réwnanie:

n—1)-2"+1=n-2""*

Rozwiazanie:
Korzystajac z nieréwnosci miedzy $rednimi otrzymujemy:

(n—1)-2" +1>n- Vann-1) = p.gn1

Przy czym réwno$é zachodzi tylko gdy wszystkie te liczby sa réwne, czyli 2™ =
1. Zauwazmy, ze w liczbach rzeczywistych dodatnich to réwnanie ma tylko
jedno rozwiazanie x = 1. Jedyna liczba x spelniajaca réwnanie jest x = 1. O

2. W tréjkacie ABC punkt S jest érodkiem tuku BC' okregu opisanego,
ktéry zawiera punkt A. Punkt P lezy wewnatrz odcinka AB. Okrag opisany
na tréjkacie ASP przecina odcinek AC w punkcie Q. Pokazaé¢, ze BP = CQ.

Rozwiazanie:

Aby udowodnié¢ teze, wykazemy przystawanie tréjkatéw PSB oraz SQC.
Zauwazmy, ze <QCS = SSBP, bo ASCB jest cykliczny. Ponadto $SPA =
JAQS, bo ASQP jest cykliczny. A zatem <SPB = 4SQC, bo sa to katy
przylegte do $SPA i LAQS. Czyli SCQ i SPB maja dokladnie te same katy,
czyli sa podobne. Ale SB = SC, gdyz S to $rodek tuku, czyli sa podobne w
skali 1, czyli sa przystajace, co konczy dowdd. O

3. Pokazaé, ze kazdg liczbe catkowita dodatniag mozna zapisa¢ jako réznice
dwodch liczb catkowitych dodatnich, ktére maja taka sama liczbe dzielnikéw
pierwszych.

Rozwigzanie:

Rozpatrzmy dwa przypadki. Zalézmy, ze n - nasza liczba jest parzysta.
Wéwezas 2n — n = n, i skoro 2|n to n oraz 2n maja tyle samo dzielnikéw
pierwszych (sa to dokladnie te same dzielniki). Przypusémy wiec, ze n jest nie-
parzyste. Niech p bedzie najmniejsza liczba pierwsza, ktora nie dzieli n wieksza
od 2. Wéwezas: pn— (p—1)n = n. Niech L(x) to liczba dzielnikéw pierwszych x.
Zatem skoro p nie dzieli n to L(np) = L(n)+ 1. Zapiszmy p — 1 = 2" - m. Skoro
m < p to dowolny dzielnik pierwszy m dzieli tez n, co wynika z definicji p,
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zatem, skoro n jest nieparzyste, dostajemy, ze L(2"-m-n) = L(n) + 1 = L(np)
co konczy dowdd. O

4. Na tablicy napisano stowo abdc. W jednym ruchu mozemy dopisa¢ lub
usunaé (na poczatku, w $rodku lub na koncu) palindrom parzystej dlugosci
utworzony z liter a, b, ¢, d. Rozstrzygnaé, czy po skoinczonej liczbie ruchéw mo-
zemy uzyskaé stowo bacd.

(Uwaga: Palindromem nazywamy slowo, ktére czytane od lewej do prawej jest
takie samo jak czytane od prawej do lewej, np. abba, cc, daaaad.)

Rozwiazanie:

Niech P(w) oznacza ilo$é¢ liter a, ktére znajduja sie na parzystej pozycji
w slowie w oraz N(w) oznacza ilo$é liter a, ktére znajduja sie na nieparzystej
pozycji w stowie w. Niech R(w) = P(w) — N(w). Zauwazmy, ze jesli k jest pa-
lindromem parzystej dtugosci, to P(k) = N(k), gdyz dla kazdej litery a ktéra
znajduje sie na pozycji x < n, gdzie 2n to dtugosé palindromu, musi sie znajdo-
wac litera a na pozycji 2n+1—z. x oraz 2n+ 1 — z maja rézna parzystosé¢ wiec
faktycznie N (k) = P(k) Ponadto po dodaniu lub odjeciu od stowa w parzystego
palindromu, w érodku, na poczatku lub na koticu, nie zmienia wartosci N (w)
oraz P(w) gdyz kazda pozycja albo sie nie zmienia, albo zostaje przesunieta
o dlugosé palindromu (czyli liczbe parzysta). Zatem po wykonaniu operacji
R(a) = P(a) = N(a) = P(w) + P(k) — N(w) — N(k) = P(w) — N(w) = R(w).
Wystarczy zauwazy¢, ze wartoéciu R(abdc) i R(bacd) sa rézne, wiec za pomo-
ca operacji, nie mozna otrzyma¢ odpowiedniego stowa, co konczy rozwigzanie
zadania. O

5. W kazdy wierzcholek o$mioécianu foremnego wpisano liczbe 0 lub 1 lub
2. Nastepnie na kazdej $cianie napisano sume liczb z wierzchotkéw, ktére wy-
znaczaja te Sciane. Pokazaé, ze na pewnych dwoch $cianach napisano te sama
liczbe. Rozwiazanie:

Kazda Sciana oémioscianu foremnego jest tréjkatem. Zatem maksymalna
liczba napisana na Scianie wynosi 6. Minimalna wynosi 0. Zatem mamy 7 moz-
liwych liczb na Scianach oraz 8 $cian zatem na mocy zasady szyfladkowej Diri-
chleta, pewne dwie $ciany maja taka sama liczbe. O

6. Dane sa dodatnie liczby wymierne a, b rézne od 1. Wykazaé, ze jesli liczba
Vab—+/a— Vb + 1 jest wymierna to ab jest kwadratem liczby wymiernej.

Rozwigzanie:
Niech s = Vab—/a— Vb + 1. Zauwazmy, ze s = (v/a—1)(vVb—1). Wynika
z tego, ze s nie jest réwne 0. Zatem liczba % =Vab+/a+vb+1 jest
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wymierna. Czyli % + s =2(Vab+ 1) jest wymierne, czyli vVab+ 1 jest
wymierne, czyli v ab jest wymierne, czyli teza. O

7. Okregi 01, 02 sa styczne do prostej odpowiednio w punktach A, B, oraz
przecinaja sie w punktach X,Y, przy czym X lezy blizej prostej AB niz Y.
Prosta AX przecina okrag oo w punkcie P réznym od X. Styczna do okregu o
w punkcie P przecina prosta AB w punkcie Q. Wykazaé, ze XY B = <BY Q.

Rozwiazanie:

Niech SXBA = o, $XAB = 3,9YAX = z. Woweczas, skoro AB jest
styczng do obu okregéw to SAY X = 3,4XYB = o, YAPB = «. Ponadto
IBXP = a+ 3 =4BYB. Skoro AB i QB to styczne, to {PBQ = <BPQ =
a + (3. Ponadto suma katéw w tréjkacie wynosi 180, czyli Y PA = 180 —
20 — 23 — x. Zauwazmy, ze $Y PQ + ¥Y AQ = 180, czyli AQPY to czworokat
cykliczny, czyli SAYQ = SAPQ, ale SAYB = a + 3, czyli IBYQ = «, co
byto do pokazania. O

8. Dana jest liczba pierwsza p > 2 oraz liczby catkowite dodatnie: a1, ag, ..., ap
oraz by, bs,...,b,. Wykazaé, ze isniejg takie rézne liczby catkowite dodatnie 4, j
takie, Ze conajmniej jedna z liczb a; — aj, by — bj, a;b; — a;jb; jest podzielna
przez p.

Rozwiazanie:

Jedli jakas reszta modulo p si¢ powtarza wsréd liczb aq, as, ..., a, to istnieja
1 oraz j z zadania, bo ich réznica wtedy daje reszte 0. Przypu$émy zatem, ze
wszystkie reszty sa rézne. Analogicznie wszystkie reszty sa rézne wsrod liczb
b1, bz, ...,b,. W obu tych ciggach wystepuje reszta 0. Jesli a; = 0 oraz b; =0
oraz 1 jest rozne od j to a;b;—a;b; = 0—0 = 0, czyli koniec dowodu. Przypusémy
wiec, ze i = j. Bez straty ogélnosci a, = b, = 0 (mod. p). Zatem przypus$émy,
ze wsrod liczb postaci a;b; kazda ma rézna reszte, bo jesli dwie maja taka sama,
to koniec zadania. Skoro tak, to rozpatrzmy iloczyn

1

S=a1-a2 ... ap_1-by-by-... b1 == (p—1D!-(p—1)=(-1)

gdyz wszystkie reszty a; sa rézne oraz wszystkie b; sa rozne. Ostatnia réwnosé
wynika z Twierdzenia Wilsona. Z drugiej strony

S = a1b1 . a2b2 Cae ap,lbp,l = (p — 1)' =-1
Gdyz wszystkie reszty a;b; sa rézne. To nam daje: S =1 = —1 (mod. p), czyli

2 =0, czyli p|2, czyli p = 2, co jest sprzeczne. Otrzymana sprzeczno$é¢ konczy
dowdd. O
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9. W trapezie ABC'D, M oraz N to srodki podstaw AB oraz C'D. Punkt P
lezy na odcinku M N. Wykazaé, ze pola trojkatéw APD oraz BPC sa réwne.
Rozwigzanie:

Ze wzoru na pole trapezu wynika, ze trapezy AMND i BM NC maja réwne
pola. Zauwazmy, ze tréjkaty NPD i PNC maja réwne pola, bo maja wspdlna
wysokosé i ich podstawy sa réwne. Analogicznie AMP i BM P maja réwne
pola. Czyli po odjeciu stronami dostajemy, ze pola ADP i PBC' sg réwne. [

10. Udowodni¢, ze rownanie
2 — 22 =17

ma nieskonczenie wiele rozwiazan w liczbach catkowitych dodatnich.

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze 52 — 2 - 22 = 17. Zatem istnieje przynajmniej jedno roz-
wiazanie. Przypudémy teraz, ze liczba rozwiazan jest skoniczona. Wezmy so-
bie to rozwigzanie z najwickszym z. Woéwczas 2 — 2y? = 17. Zauwazmy, ze
(3x+4y)?—2-(22+3y) = 922 +16y>+24xy —8x2 —18y? — 24wy = 22 —2y* = 17.
Ale 3z + 4y > z, zatem znalezliémy rozwiazanie z wiekszym x od najwiekszego
x. Czyli sprzeczno$c¢, zatem liczba rozwiazan tego rownania jest nieskonczona.

11. Dany jest zbior 2017 punktéw na plaszczyznie, ktore nie leza na jednej
prostej. W kazdy punkt tego zbioru wpisujemy liczbe rzeczywista, przy czym
spelniony jest nastepujacy warunek: na dowolnej prostej przechodzacej przez
co najmniej dwa punkty zbioru suma wpisanych liczb jest réwna 0. Udowodnié,
ze wszystkie wpisane liczby sa réwne 0.

Rozwiazanie:

Przypus$émy, ze istnieje punkt, w ktéry wpisano liczbe dodatnia z. Wow-
czas rozpatrzmy wszystkie proste przechodzace przez ten punkt, takie ktore
przechodzg tez przez jaki$ inny punkt z tego zbioru. Zauwazmy, ze kazdy z po-
zostalych punktéw lezy na dokladnie jednej takiej prostej. Suma punktéw na
kazdej z tych prostych wynosi 0, A zatem suma punktéw wszystkich punktow
s wynosi s = —x - a + x, gdzie a to liczba tych prostych. Z warunkéw zadania
a>1,czyli s < —2x + x = —x < 0. Czyli suma wszystkich liczb jest ujemna.

Przypus$émy, ze istnieje punkt, w ktéry wpisano liczbe ujemna —y. Wowczas
analogicznie dowiedziemy, ze suma wszystkich punktéow s > y > 0, czyli jest
dodatnia.

Zauwazmy, ze jesli na plaszczyznie istnieje punkt taki, ze wpisano w nie-
go liczbe dodatnia, to musi istnie¢ punkt, w ktéry wpisano liczbe ujemna (i
odwrotnie). A to implikuje, ze s > 0 i réwnoczesnie s < 0 (z powyzszych
rozwazan), a zatem sprzeczno$é.
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Czyli nie istnieje punkt, w ktéry wpisano liczbe dodatnia, ani ujemna, czyli
w kazdy punkt wpisano 0, co byto do pokazania. O

12. Dane sg liczby catkowite dodatnie n, m. Oznaczmy jako zbiér S zbior
wszystkich liczb, ktére mozna zapisaé w postaci mz? + ny? dla pewnych z,y
caltkowitych dodatnich. Wykazaé, ze jesli liczby catkowite dodatnie p,q,r € S
to rowniez iloczyn p-q-r € S.

Rozwiazanie:

Niech p = mA? +nB2,q¢ = mC? + nD?,r = mE? + nF?. Rozpiszmy sobie
wyrazenie:

pgr = (mA?+nB?)(mC?*+nD?)r = (m?A2C* +mnA?D?*+mnB*C*+n’B*D?)r =
= (m?A2C* +mnA?D? +mnB2C? +n*B*D*+2mnABCD —2mnABCD)-r =
= ((mAC —nBD)? + mn - (AD + BC)?) -r

Niech X = mAC —nBD,Y = AD + BC'. Z definicji m,n, A, B, C, D sa calko-
wite, a wiec X, Y tez sa catkowite.
Zatem:

pqr = (X2 +mnY?) . r = (X? +mnY?)(mE? + nF?) =
=mE2X%2 + m2nY2E? + nF2X? + n®mY?F? =
=mE2X%2 + mPnY?2E?2 + nF?X? + n®>mY?F? + 2mnXYEF — 2mnXYEF =
=m(EX —nYF)?+n(FX +mYE)?

Zauwazmy, ze skoro n,m, F, F, XY sa calkowite, to EX — nY F oraz FX +
mY E tez sa calkowite. Czyli pgr € S. O

13. Wykazaé, ze dla zadnego k calkowitego dodatniego liczba 3* nie jest
suma dwoch kwadratéw liczb catkowitych dodatnich.

Rozwiazanie:

Wezmy najmniejsze k takie, ze 3F = a® + b%. Z przeliczenia kongruencii,
wynika, ze 3|a oraz 3|b czyli 3% = 922 +9y?, czyli 382 =22 + 9% ale k-2 < k
czyli sprzecznos¢. Przypadki, gdy k = 1 lub k = 2 sa trywialne. O

14. Dane jest panstwo A, w ktérym sa miasta osdpowiednio: ai,as, ..., an
oraz panstwo B w ktérym sa miasta by, bs, ..., b,. Pewne z miast ay,as, ..., an
oraz by, by, ..., b, sa polaczone drogami, przy czym jesli miasta a; i a; nie sa
polaczone drogg, to miasta b; i b; sa potaczone droga oraz jedli miasta a; i a;
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sa polaczone droga, to miasta b; i b; nie sg polaczone droga. Wiadomo, ze w
panstwie A istnieje miasto, z ktorego nie mozna dojechaé¢ do pewnego innego
miasta z A. Udowodnié, ze z kazdego miasta w panstwie B mozna dojecha¢ do
kazdego innego miasta z B za pomoca drog.

Rozwiazanie:

W jezyku teorii graféw, mamy graf A, oraz graf B, ktory jest dopelnieniem
A. Wiemy tez, ze graf A jest niespdjny. Zatem ma wiecej niz jedng skltadowaq.
Niech wierzchotki a,, a, beda nalezeé¢ do jednej sktadowej, a a,, do innej. Skoro
tak to istnieje krawedz miedzy b, oraz b, . Istnieje takze krawedZz miedzy b,
a by, z zalozen zadania. Wigc miedzy wierzchotkami b, b, istnieje $ciezka.
Z dowolnosci a,, poza sktadowg oraz dowolnosci pary az,a, w obrebie jednej
sktadowej dostajemy, ze graf B jest spdjny, co bylo do udowodnienia. O

15. Znalez¢ wszystkie liczby rzeczywiste x spelniajace rownoécé:

8% 4 27* 7

122 +18¢ 6

Rozwigzanie:
Niech a = 2% oraz b = 3*. Wéwczas:

6(a® 4+ b*) = Tab(a + b)
czyli
6(a+ b)(a® 4+ b* — ab) = T(a + b)ab

ale skoro a + b jest rézne od 0 to:
6a* + 6b* — 13ab =0

co daje
(3a —2b)(2a — 3b) =0

co nam daje dwa przypadki, 3a = 2b oraz 2a = 3b. Co daje x =1 lub x = —1.
Sprawdzamy i widzimy, ze obie te liczby spelniaja réwnanie. O

16. Punkt I jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC, zas w jest
okregiem opisanym na tym trdjkacie. Okrag a styczny do odcinkéw AC, BC
jest styczny do okregu w w punkcie D, a M jest srodkiem tuku AB okregu w,
na ktérym lezy punkt C. Wykazaé, ze punkty D, I, M sa wspolliniowe.

Rozwiazanie:

Niech « jest styczny do AC' w X oraz do BC' w Y. Wykazemy najpierw, ze
I lezy na odcinku XY. Niech DX przecina w w K oraz DY przecina w w L.
Rozpatrzmy styczna [ do w w punkcie K.
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Jednokladnosé, ktora przeprowadza o w w o érodku w punkcie D prze-
ksztalca AC' na prosta [, zatem [ jest réwnolegla do AC. Niech C; bedzie
przecieciem prostej | oraz CD. Wéwczas SC1KC = SKCA = SKDA, ale
JC,KC = 4CDK, czyli DK to dwusieczna kata CDA, czyli K to $rodek
luku CA. Analogicznie L to érodek tuku CB, czyli AL, BK to dwusieczne
tréjkata ABC, czyli ich przecigcie to I. Z Twierdzenia Pascala dla sze$ciokata
LACBKD mamy, ze X,1,Y sa wspotliniowe.

Niech przeciecie DM oraz XY to P. Wykazemy, ze P = I. Niech $MAC =
xr, SMAP =y, $PAB = a. Z zalozeh zadania M A = M B oraz ADBMC jest
cykliczny, czyli $CBM = x oraz SCBA = y + a — x. Skoro X,Y to punkty
stycznosci to CX = OV, ale skoro ¥ XCY = 180 —2a — 2y to YCXY = a+y.
Ponadto YADM = SABM = a + y bo sa oparte na tym samym hiku. Czyli
XPDA jest cykliczny. Analogicznie PY BD jest cykliczny. Niech <APD = ¢,
IDPB = d. Wéwezas: SAXD = ¢, DY B = d, czyli Y XD = c¢. Czyli
c+d+a+y=180,czylic+d=180 —a —y, czyli YAPB =180 —a — 3.

Obliczmy teraz S AIB. $IAB = £ oraz 1BA = “H=L czyli sumu-
jac do 180 mamy: YAIB = 180 — a —y. Czyli AIPB jest cykliczny. Zauwazmy,
ze SXIA = ’I'H’T_% = JIBA, gdyz suma katéw w I X A = 180. Z tego wynika,
ze XY jest styczna do okregu opisanego na AIPB, ale przecina ten okrag w
dwdch punktach, czyli P = I, co kohczy dowod. [
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Mecz Matematyczny grupy mlodszej

1. Rozwazmy ciag a, = |[n(n + 1) — 19|. Dla dowolnego n > 4 wykazad,
ze: Jesli dla kazdego k < n liczby ay oraz a, sa wzglednie pierwsze to a,, jest
liczba pierwsza.

Rozwigzanie:

Pokazemy, ze jesli a,, jest zlozona to istnieje taka liczba r < n, ze NW D(a,, a,) >
1. Dowolna liczba ztozona ma dzielnik d mniejszy lub réwny pierwiastkowi z
tej liczby. Wéwcezas skoro a,, jest zlozone, to istnieje d|a, takie, ze d < \/Gy.
Zauwazmy, ze \/a, < n+ 1, czyli d < n. Niech n = dk + r, gdzie r to reszta z
dzielenia n przez d. Oczywiscie a, = a, (mod.d). A zatem skoro d|a,, to d|a,
czyli NWD(ay,a.) > d > 1 co konczy dowdd.

2. Wykazaé, ze réwnanie 3 = n24+m? +1 ma nieskoficzenie wiele rozwiazan
w liczbach catkowitych dodatnich. Rozwiazanie:

Udowodnimy indukcyjnie, ze dla k = 2% istnieja liczby n,m spelniajace
warunki zadania. Bedzie to réwnowazne tezie. Dla z = 1 mamy 32 = 224+224+1.
Rozpatrzmy rownanie

7 1= BT +1)
Na mocy zalozenia indukcyjnego: 32 — 1 = n? + m?2, czyli
327 _1=(3" )3T +1) = (2 +m?) (3 )2 +1?)

Na mocy Tozsamos$ci Diofantosa, takie wyrazenie jest sumag dwéch kwadratéw
liczb catkowitych dodatnich, czyli teza.

3. Znalez¢ wszystkie n calkowite dodatnie, takie ze istnieja calkowite do-
datnie a, b, ¢ spelniajace réwnosé:

a®?+ b+ 2 =n?

Rozwiazanie:

Wykazemy, ze jesli n nie jest postaci 2F lub 5-2F to spelnia warunki zadania.
Udowodnimy najpierw, ze liczby tej postaci nie spelniaja warunkéw zadania.
n = 1 oraz n = 5 to trywialne przypadki. Rozwazajac réwnanie a?+b%4c? = n?
modulo 4, gdzie n jest réwne 2 lub 5 - 2% otrzymujemy, ze wszystkie liczby



a, b, c musza by¢ parzyste. Wykonujac podstawienie i skracajac caly czas przez
2 dostajemy ze istnieja a, b, c caltkowite dodatnie takie, ze a® + b2 + ¢ =1 lub
a’® + b% + ¢+ 2 = 5, czyli sprzecznoéé. Wystarczy wiec wykazaé, ze wszystkie
pozostale liczby spelniajg warunki zadania. Skoro n nie jest formy 5 - 2% ani
2% to albo ma dzielnik pierwszy p rézny od 2 i od 5, albo 25|n. Ponadto jesli
n = ab oraz a? = 2% + y? + 22 ton? = (bx)? + (by)? + (cz)?. Zatem wystarczy
wykazaé, ze 252 oraz p? sa sumg trzech kwadratéw liczb catkowitych dodatnich.
Zauwazmy, ze 252 = 122 +152 +162. Ponadto na mocy Twierdzenia Lagrange’a
istnieja a, b, ¢, d liczby catkowite takie, ze p = a? + b + ¢ + d?. Woweczas:

p® = (a* + b — & — d*)% + (2ac + 2bd)? + (2ad — 2bc)?

Wykazemy, ze dla liczb pierwszych p réznych od 2 oraz 5 zaden z tych trzech
nawiaséw nie moze by¢ réwny 0. Rozpatrzmy pierwszy przypadek gdy p = 4k+
3. Wéwcezas wiemy, ze taka liczba nie moze by¢ sumag dwéch kwadratéow liczb
calkowitych. Wiec skoro pewne z liczb a?+b? — % —d?, 2ac+2bd, 2ad — 2bc maja
byé réwna 0, to muszg to byé dokladnie dwie z nich. Ale jedli a®>+b?>—c?>—d? =0
to 2|p czyli sprzecznosé. Czyli 2ac + 2bd = 2ad — 2bc = 0. Zauwazmy, ze
(@2 +0?) (2 +d?) = (ad+bc)® + (ad —be)? =0 czylia=b=c=d =0 czyli
sprzeczno$é. Rozpatrzmy drugi przypadek, gdy p = 4k+1. Wéwczas p = a?+c?
dla liczb a,c catkowitych dodatnich, czyli p?> = (a? — ¢?)? + (2ac)?. Ponadto
a jest rézne od ¢, czyli p> = x2 + y? oraz p nie jest podzielne przez 5. Skoro
tak to rozwazajac réwnanie modulo 5 otrzymujemy, ze jedna z liczb x,y jest
podzielna przez 5, czyli p? = 22 + 25y = 2% + (3y)? + (4y)?, co konczy dowdd.

4. Rozwiazaé w liczbach rzeczywistych a, b, ¢, d uktad réwnan

(b+c+d)?*18 =3a
(a+c+d)*°18 =3b
(a+b+d)*018 =3¢
(a+b+c)?"18 =3d

Rozwigzanie:

Niech a bedzie najmniejsza liczba spoéréd a, b, c,d. Skoro liczba 3a jest
parzysta potega innej liczby rzeczywitej to 3a > 0 czyli @ > 0. Skoro a jest
najmniejsze, to (b + ¢ + d)?°*® = 3a < 3b = (a + ¢ + d)?°18. Jako, ze kazda z
liczb a, b, ¢, d jest nieujemna to zachodzi b+ c+d < a+ c+d, czyli b < a, ale
skoro a jest najmniejsze, to a = b. Analogicznie a = b = ¢ = d. Podstawiajac
dostajemy réwnanie: (3a)?9*® = 3a, ktérego jedynymi rozwiagzaniami sa liczby
0 oraz % Zatem jedyne czworki liczb spelniajace warunki zadania to (0, 0,0, 0)

oraz (%, %, %, %)
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5. Dane sg rézne liczby rzeczywiste a, b, ¢, rézne od 0 takie, ze:

1 1 1
o+ -—=b+-=c+—
b c a
Wykazaé, ze |abe| = 1.
Rozwigzanie:
Zapsujac réwnowaznie zalozenie trzy razy otrzymujemy réwnosci:

b—c

—bh=
“ be
bfc—cia
ca
C_a_a—b
T ab

co po wymnozeniu daje:

(a=b)(b—c)(c—a)

a?b?c?

(a=b)(b—c)(c—a)=

Z zalozen zadania liczba (a — b)(b — ¢)(c — a) jest rézna od 0 wigc zachodzi:
(abc)? = 1 co prowadzi do tezy.

6. Znalez¢ wszystkie funkcje f: R +— R spelniajace dla dowolnych liczb
rzeczywistych rownanie:

F@® + f(@)f(y)) = af(z +y).

Rozwiazanie:

Podstawmy z := 0. Otrzymujemy wéwczas f(f(0)f(y)) = 0 dla dowolnego y
rzeczywistego. Praz istnieje takie k rzeczywiste, ze f(k) = 0. Wstawiajac y := k
dostajemy f(0) = 0. Wstawiajac do wyjsciowego réwnania y := 0 dostajemy
f(2?) = zf(x), co prowadzi do —zf(—z) = f((—2)?) = f(2?) = xf(x) czyli
f(—=z) = —f(x). Przypuéémy, ze funkcja f przyjmuje wartosé¢ 0 dla argumentu
a réznego od 0. Wéwezas 0 = af(a) = f(a?) = f(a® + f(a)f(y)) = af(a + y).
Skoro a jest rézne od 0 to f(a+y) = 0 dla dowolnego y, czyli funkcja jest stale
réwna 0. Zatem albo funkcja ma dokladnie jedno miejsce zerowe, albo jest stale
réwna 0. Przypusémy, ze ma jedno miejsce zerowe. Wowczas ktadac y := —x
dostaniemy f(2? — f(x)?) = 0 czyli 2% = f(z) czyli f(z) = z lub f(x) = —x.
Sprawdzajac w wyjSciowym réwnaniu, widzimy, ze nie istnieje funkcja, ktéra
dla a spelnia f(a) = a oraz dla b spelnia f(b) = —b dla a,b réznych od zera.
Ponadto widzimy, ze funkcje f(x) = x oraz f(z) = —z spelniaja warunki
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zadania. Czyli jedynymi funkcjami spelniajacymi warunki zadania sa: f(z) = 0,

f(z) =, f(a) = —a.

7. Ciag x1,xa,...,x; liczb calkowitych dodatnich nazwiemy n — dobrym
jesli 1 +x2+ ... +x = n dla liczby catkowitej dodatniej n. Dla kazdego ciagu
n — dobrego rozpatrzmy iloczyn wszystkich z; (np. dla 6 — dobrego ciagu 1,2,3
taki iloczyn bedzie wynosit 6). Niech f(n) bedzie najwiekszym spoéréd tych
iloczynéw. Obliczyé f(n).

Rozwiazanie:

Zapiszmy liczbe n = 2a + 3b, gdzie 0 < a < 2 jest takie, by n — 2a byla
liczba podzielng przez trzy. Wykazemy, ze f(n) = 293. Zauwazmy na poczatku,
ze f(k) = max(l- f(k—1),2- f(k—2),...(k—1)- f(1)). Dowodzimy wzdr
jawny na f(n) za pomoca indukeji, tzn. chcemy wykazaé, ze f(k) = 3f(k — 3)
a to znaczy, ze 3f(k — 3) > if(k — ¢). Rozpisujemy ze wzoru (z zalozenia
indukcyjnego) oraz z nieréwnosci f(n + k) > kf(n) i dostajemy, ze faktycznie:

maz(1- f(k—1),2- f(k—2),...(k—1)- f(1)) = 3f(k-3).

8. Danych jest n miast oraz n — 1 drég miedzy nimi. Z kazdego miasta
mozna dojechaé¢ do kazdego innego za pomoca danych drég. Pewne 2k miast
(0 < k < %) zostato pokolorowane na czerwono. Wykazaé, ze mozna tak dobraé
w pary czerwone miasta, aby dla kazda Sciezka taczaca miasta z danej pary
przechodzila przez pewine, stale miasto.

Rozwiazanie:

Ukorzenmy drzewo w dowolnym wierzchotku. Rozpatrzmy nastepujacy al-
gorytm. Jesli kazde z poddrzew tego drzewa zawiera nie wiecej niz polowa
czerwonych miast to koniec. W przeciwnym razie nasym nowym korzeniem
staje sie wierzchotek ktéry taczy poddrzewo, ktore zawiera wiecej niz potowe
czerwonych wierzchotkow z naszym starym korzeniem. Ten algorytm zakonczy
sig, gdyz caly czas zmniejszamy liczbe czerwonych wierzchotkéw w poddrzewie,
ktore zawiera ich najwiecej. Ponadto gdy po wykonaniu tego algorytmu kaz-
demu wierzchotkowi przypiszemy liczbe od 1 do 2k w kolejnosci pre-order to
taczac i-ty wierzchotek z ¢ + k-tym kazda taka $ciezka bedzie przechodzié przez
nasz znaleziony korzen poniewaz skoro kazde poddrzewo ma nie wiecej niz k
czerwonych wierzchotkéw to i oraz i + k beda naleze¢ do innych poddrzew. A
zatem tez zadania jest prawdziwa.

9. W tréjkacie ABC odcinki AB, AC' sa $érednicami okregéw w i a. Wykazaé,
ze istnieje okrag styczny do okregéow w i a;, ktorego srodek lezy na odcinku BC'.

Rozwiazanie:
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Rozpatrzmy ( okrag o srodku w M - érodku odcinka BC' i promieniu
%|AB — AC|. Odleglo$¢ srodka tego okregu i $rodka odcinka AB jest réwna
sumie promieni okregu o srednicy AB oraz %|AB — AC|. A zatem te dwa okre-
gi sa styczne. Analogicznie okrag o érednicy AC jest styczny do (. Zatem f3
spelnia warunki zadania.

10. Punkt I jest érodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC. Prosta Al
przecina prostg BC w punkcie D oraz okrag opisany na tréjkacie ABC w
punkcie S réznym od A. Punkt K jest érodkiem okregu wpisanego w tréjkat
DSB, a punkt L — w tréjkat DSC. Punkt P jest odbiciem symetrycznym
punktu I wzgledem prostej K L. Wykazaé, ze kat BPC' jest prosty.

Rozwigzanie:

Niech X bedzie drugim przecigciem prostej SK z okregiem opisanym na
ABC. Poniewaz katy wpisane oparte na tukach tej samej dlugosci sa réwne,
prosta AS jest dwusieczng kata BAC oraz prosta KS jest dwusieczna kata ASB,
wiec: $BXS = 4BAS = 4SAC = 4SXC oraz YISX = YXSB. Zatem
punkty I, B sa symetryczne wzgledem prostej SX. W szczegdlnosci zachodzi
KI = KB. Ponadto, skoro P i I sa symetryczne wzgledem prostej KL, to
KI = KP. Czyli punkty I, B, P leza na okregu o érodku w K. SIPB =
%ﬁIKB = JXKB=180-9YBKS = 4SBK+<JKBS = %(#SBD—F&DSB).
Analogicznie dowodzimy, ze SCPI = %(<)C'SD + 4IDCS). Zatem: SCPB =
$IPB + 4CPI = 3(¥SBD + ¥DSB + $CSD + ¥DCS) = % - 180 = 90 co
konicy dowdd.

11. Dany jest prostopadloscian ABCDA’B’'C’'D’. Niech a, 3, beda katami
utworzonymi przez przekatng AC’ z krawedziami AB, AD i AA’. Udowodnié,
ze:

3
tga+tgf+tgy < itgatgﬁtgv

Rozwiazanie:
. . / . .
Zauwazmy, ze cos o = %, cos 3 = %, cosy = ﬁé, . Na mocy Twierdzenia
Pitagorasa mamy:

(AC")? = AC*+(CC")* = AC*+(AA")? = AB*+BC?*+(AA')? = AB*+AD?*+(AA)?

Dzielac obustronnie przez (AC’)? dostaniemy réwnanie:
cos® a4 cos® B+ cos?y =1

Réwnowaznie do wykazania nierownosci z tezy poprzez pomnozenie wyrazenia
przez ctg o ctg [ ctgy otrzymujemy:

N W

ctgactg B+ ctgyctga + ctg fetgy <
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Ponadto zauwazmy, ze na mocy xy < %(x2 + %) mamy:

cos 3 cosy < 1 cos2  cos?y
sin §sin 7y = 92 gin?2 v sin?p

ctg Bctgy =

Sumujac trzy takie nieréwnosci i korzystajac z cos? o+ cos? 3+ cos? vy = 1 oraz
jedynki trygonometrycznej dostajemy teze.
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Mecz Matematyczny grupy starszej

1. Niech a, b, ¢ beda takimi liczbami dodatnimi, ze abc = 1. Wykaz, ze

(a_1+1> (b—1+1> <0—1+1> <1
b c a

Rozwiazanie:
7 warunkow zadania wnioskujemy, ze istniejg takie liczby dodatnie x,y, z
ze a = 7,b= % c= 2 Wstawiajac to do naszej nieréwnosci i mnozac przez

. yl . .
mianowniki mamy rownowaznq postad

(r+y—2)y+z—x)(z+z—y) <zyz

Zal6zmy bez straty ogdlnoéci, ze x jest najwieksza sposrod liczb z, y, z. Wtedy
wsérod liczb p = v +y — 2,9 = y+ 2z —x,r = z + 2 — y jedynie ¢ moze
by¢ ujemne. Po wstawieniu p, ¢, i pomnozeniu stronami przez 8 nieréwnosé
przyjmuje postac:

8pgr < (p+q)(g+7)(r +p)

Zauwazmy, ze prawa strona réwnania jest dodatnia (bo jest réwna xyz > 0). To
oznacza,ze gdy ktéras z liczb p, ¢, r jest zerem lub ¢ jest ujemne to nieréwnosé
zachodzi. Gdy wszystkie sa dodatnie to 2,/pq < p + q. Piszac jeszcze dwie
analogiczne nieréwnosci i mnozac wszystkie stronami dostajemy teze. O

2. Dane sa parami rézne liczby rzeczywiste 1, xg, .. Ty O niezerowej sumie.
Pokazaé, ze istnieja takie liczby aq, ao, ..., ay, ze E a;x; < 0oraz E ;T (s)

0 dla dowolnej permutacji = zbioru {1,2, .. n} rozneJ od 1dentycznosc1

Rozwiazanie:

Niech k1, ks, . .. k, beda dowolnymi parami réznymi liczbami rzeczywistymi
o monotonicznosci odwrotnej do z1, 2, ...z, (to znaczy k; > k; & x; < x;).
Z twierdzenia o ciggach jednomonotonicznych wiemy, ze liczba Y| k;x; jest
mniejsza od kazdej z liczb postaci Y, ;T (;), gdzie 7 jest dowolng permutacja
zbioru {1,2,...n}, r6zna od identycznosci. Powiekszmy teraz wszystkie k; o
jakis e. Wéwezas wszystkie te sumy zwigksza sie o e(z1+x2+...+xy,). Z tredci
zadania wiemy, ze liczba ta jest niezerowa. Analogicznie jest ze zmniejszaniem.
Oczywistym jest, ze mozemy znalezé taki €, zeby jedynie najmniejsza suma
byla ujemna, natomiast pozostale dodatnie. W ten sposoéb znajdujemy nasze
szukane liczby a1, as, ... ay. O
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3. Niech r,aq,as,...,as, beda réznymi liczbami catkowitymi. Niech
(r—a1)(r —as)...(r —ag,) = (=1)"(n)>

Wykaz, ze

_a1+a2+...—|—a2n
= o .

Rozwiazanie:
Widaé, ze r # a; dla kazdego i oraz r — a; to 2n réznych liczb caltkowitych
wiec:

(r—a1)(r—ag)...(r —ag,)| > |1-2-...-n-(=1)-(=2) ... (=n)| = (n!)?

gdzie rownos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy
{r—ay,r—ag,,r—as}t=1{1,2,...,n,—1,-2,...,—n}

czyli

(r—a))+(r—a)+...+(r—ag) =2nr— (a1 +azs+...+az,)=
=14+2+... 40+ (-1)+(-2)—...+(—n) =0

czyli

_a1+a2+...+agn

B 2n '

4. Dana jest liczba catkowita dodatnie n. Wykaz, ze liczba 23" + 1 ma
przynajmniej n réznych dzielnikéw dajacych reszte 3 z dzielenia przez 8.

Rozwiazanie:

Tez¢ zadania udowodnimy indukcyjnie. Dla n = 1 oraz n = 2 teza jest
prawdziwa. Zalézmy wiec, ze zadanie jest prawdziwe dla pewnego n i pokazemy
jego prawdziwosé dla n+ 1. Zauwazmy, ze 23" +1 = (23" +1)(223" —23" 41).
Niech d bedzie taka liczba catkowita dodatnia, ze d | 23" + 1 oraz d | 223" —
23" + 1. Mamy wtedy 2" = —1 (mod d), czyli 0 = 223" — 23" + 1= (-1)% -
(=1) +1 =3 (mod d), czyli d = 1 lub d = 3. Zauwazmy, ze 223" — 23" + 1 =
823" 83" 41 = (=1)2 = (1) + 1 = 3 (mod 9). To oznacza, ze liczba
223" _ 923" 4 1 jest podzielna przez 3 i niepodzielna przez 9. Ponadto daje
ona reszte 1 z dzielenia przez 8. Widzimy teraz, ze liczba k = %
jest catkowita. Latwo sprawdzié, ze z kongruencji 3k = 1 (mod 8) wynika k =
3 (mod 8). Ponadto skoro k jest niepodzielne przez 3, to jest wzglednie pierwsze
z liczbg 2%" 4+ 1 a jest tez wicksze od 1, zatem nie jest dzielnikiem tej liczby.
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Widzimy zatem, ze k | 3k = 223" —23" 41 | 28" 4114 oprécz tego z zalozenia
indukeyjnego wiemy, ze liczba 23" 4+ 1 ma jeszcze n innych dzielnikéw dajacych
reszte 3 z dzielenia przez 8, czyli liczba 23" + 1 = (23" +1)(22%" — 23" +1)
ma ich co najmniej n 4+ 1, co nalezalo dowies¢. O

5. Niechn € N\{0;1}i{f(1), f(2),..., f(n)} bedzie permutacja {1,2,...,n}
taka, ze {1/ 27 nf(™)} jest permutacja {1,2,...,n} modulo n. Wykaz,
ze n € PU 2P, gdzie 2P to zbiér liczb pierwszych pomnozonych razy dwa.

Rozwigzanie:

W dalszej czesci rad(n) =[], p
W zbiorze {1;2;...;n} jest dokladnie nrad(n)~! wielokrotnosci rad(n) mniej-
szych od n czyli istnieja catkowite x,y ze

0 <y<mnrad(n)™' x> nrad(n)™ —1, n{yrad(n)*

(poniewaz w zbiorze {17V _;n/(™} moze by¢ tylko jedno zero a daje je po-
tega n wiec reszta wielokrotnosci rad(n) nie moze dawaé¢ 0 modulo n)

n 1, rad(n)nrad(n)’l—l
czyli dla pewnego p: v,y (n) > nrad(n)~! — 1. Jedli n = p*m; (m,p) =1 to

a > p*tmrad(m)™! -1

n:2“3pr

pln
p>3

skad dostajemy, ze

dlaa<4;b<3

Teraz niech f(n) =liczba reszt kwadratowych mod n wliczajac 0. Skoro w
zbiorze {1;2;...;n} jest doktadnie | § | liczb parzystych wiec f(n) > | §]. Latwo
zauwazy¢ z chinskiego twierdzenia o resztach, ze

fny = fo) ) T 25

pln
p>3
Czyli:
293" [T ppn p
a b P+1> p>3
renfen [ 5= l——"—

pln
p>3

7Z tej nieréwnoéci latwo juz dostaé, ze n € P U 2P
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6. Tablica 100 x 100 jest podzielona na kwadraty jednostkowe. W kazdym
kwadracie znajduje sie¢ strzatka wskazujaca gére, dét, prawo albo lewo. Plansza
otoczona jest murem z wyjatkiem prawego boku pola w prawym gérnym rogu.
Dzik znajduje si¢ na jednym z tych kwadratow. W kazdej sekundzie dzik rusza
si¢ jedno pole z kierunkiem zgodnym ze strzatka. Po wykonaniu ruchu strzatka
obraca sig¢ 0 90° w prawo. Jedli wskazanego ruchu nie da si¢ wykonad, to dzik stoi
w miejscu a strzatka obraca sie. Rozstrzygnaé, czy dzik zawsze moze opuscié
plansze.

Rozwigzanie:

Otéz dzik opusci plansze. Zaldézmy, ze nie opusci. Wtedy przejdzie przez
jakie$ pole nieskonczenie wiele razy. Ale w 4 kolejnych wejsciach na to pole,
raz pOjdzie w gore, raz w prawo, raz w lewo i raz w dél. Czyli przejdzie tez
nieskonczenie wiele razy przez pola sasiadujace z tym polem. Powtarzajac to
rozumowanie dla dalszych pél dostaniemy, ze dzik przejdzie nieskoniczenie wiele
razy przez wszystkie pola, w szczegdlnosci przez pole w prawym goérnym rogu,
ale skoro przejdzie nieskonczenie wiele razy przez pole w prawym gérnym rogu,
to musi z niego wyjé¢ kiedy$ w prawo czyli wyjdzie z planszy. Sprzeczno$é. O

7. Wykazaé, ze dla kazdego n catkowitego dodatniego istnieje okrag, ktéry
zawiera doktadnie n punktéw kratowych.

Rozwiazanie:

Rozwazmy punkt (v/2,v/3). Pokazemy teraz, ze jego odleglosci od punktéw
kratowych sg parami rézne. Niech (a,b) oraz (¢,d) beda punktami kratowymi
o réwnych odleglodciach od naszego wyjsciowego punktu. Wéwczas zachodzi

SV (=B = (= VDR + (A= VB

ktéra mozna przeksztalci¢ do postaci
(a® +b% — 2 — d?) — (2a — 2¢)V/2 — (2b — 2d)V/3) = 0

Oznaczmy a? + b? — ¢ — d? = k,2a — 2c = [,2b — 2d = m. Liczby k,l,m sa
oczywiscie catkowite i spelniaja réwnosé k + 1v/2 + m+/3 = 0. To oznacza, ze
liczba Iv2 + mv/3 jest catkowita, a co za tym idzie liczba 2lm\6 = (l\/i +
m\/§)2 — 21?2 — 3m? jest calkowita. To oznacza, ze przynajmniej jedna z liczb
I,m jest zerem. Wstawiajac to do réwnoéci k + 1v/2 + m+/3 = 0 i postepujac
analogicznie dostajemy k = [ = m = 0. To oznacza, ze a = c oraz b = d, co
koniczy dowdd naszego pierwszego stwierdzenia

WeZmy teraz okrag o srodku w tym punkcie i promieniu na tyle malym, zeby
nie bylo wewnatrz niego punktéw kratowych (oczywiscie taki okrag istnieje).
Teraz zwiekszajac promien naszego okregu widzimy, ze w jednym momencie
do okregu wchodzi co najwyzej jeden punkt, czyli liczba punktow wewnatrz
okregu roénie zawsze o dokladnie jeden. Wystarczy wiec znalezé okrag o tym
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srodku, wewnatrz ktérego jest co najmniej n punktow. Istnienie takiego okregu
jest oczywiste. O

8. Na plaszczyznie dany jest wielokat W o polu wiekszym od n. Wykaz, ze
mozna tak przesunaé rownolegle wielokat W, ze w jego wnetrzu znajdzie si¢ co
najmniej n + 1 punktéw kratowych.

Rozwigzanie:

WeZmy krate Sk, gdzie punkty dajemy w punktach (a + %;c + %) dla
a,b,c,d,k € 7 (powstaje taka krata jakbyémy zmniejszyli krate Z* k razy).
Pokryjmy plaszczyzne kwadratami tak, ze kazdy kwadrat ma bok dlugosci % i
grodek w punkcie € Sg.

Niech:

Py, = liczba kwadratéw ktore zawieraja si¢ w calosci w W,

Ay ={(@y) € St o) = £ Lyl = ) dla 0<ij <n—1

Bi,j =Wn Ai’j

C=Wn§s,

Q1 = pole kwadratéw ktore zawieraja sie w calosci w W

Zauwazmy, ze jedli dla jakiego$ i,j B;; > n wtedy mozemy przesunaé figure o
taki wektor by A; ; przeszlo na 7Z2. Wtedy to przesuniecie jest tym szukanym.
Zauwazmy réwniez, ze jesli jaki§ kwadrat zawiera sie w W to punkt Sy ktéry
jest érodkiem tego kwadratu lezy w W wiec:

P<C <= P<Y Bi; <Y n=n < -
2]

i,J

ale jak k maleje to nasze kwadraty sa coraz mniejsze i coraz lepiej przyblizaja
pole W wiec:

lim Q= [W]>n

k—o0

czyli dla pewnego k @y > n. Sprzecznosc. O

9. W tréjkacie ABC punkt M jest srodkiem boku BC'. Prosta [ jest prosto-
padita do AM. Proste przechodzace przez M prostopadle do AB, AC przecinaja
[ odpowiednio w punktach P, Q. Punkt NV jest srodkiem odcinka PQ. Wykaz,
ze MN 1 BC.

Rozwiazanie:

Niech X,Y beda rzutami M na boki AB, AC, natomiast K, L sg rzutami
odpowiednio P, na prosta BC. Ponadto oznaczmy przez T przecigcie AM
z 1. Wowcezas na czworokatach KBX P, PXTA, ATY Q,QY CL mozna opisaé
okregi (o érednicach kolejno BP, PA, AQ, QC). Z potegi punktu mamy MB -
MK =MX -MP=MA-MT=MQ -MY =MC-ML, czyli MK = ML.
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Czworokat K LQP jest trapezem prostokatnym z linia srodkowa M N, co daje
nam juz teze zadania. O

10. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym [ jest srodkiem okregu wpisane-
go0.0znaczmy przez I' okrag opisany na tym trojkacie. Niech prosta Al tnie I’
w puntach A, D. Niech E bedzie punktem na tuku BDC okregu I' oraz F' lezy
na BC, przy czym SBAF = JCAE < %%(BAC. Oznaczmy przez G $rodek
odcinka IF. Wykaz, ze proste EI oraz DG przecinaja sie na okregu I'.

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze SYABF = SABC = JAEC oraz z tresci zadania mamy
IBAF = $CAE, czyli AABF ~ ANAEC, zatem 42 = 4 zatem AE- AF =
AB - AC(%). Oznaczmy teraz przez J $rodek okregu dopisanego do tréjkata
ABC naprzeciw wierzchotka A. Wéwczas S BAI = %ﬁBAC = <4 JAC. Ponad-
to punkty B, I,C,J leza na jednym okregu (o $rednicy I.J), zatem SCJA =
$CJI = $CBI¥ABI, zatem AABI ~ AAJC. Widzimy teraz, ze 48 = 47,
czyli AB - AC = Al - AJ. Laczac to z (x) mamy AE - AF = Al - AJ, czyli
’i—’f = %. Ponadto z réwnoéci S BAF = JCAE wnioskujemy, ze SEAI =
JSJAF. To oznacza, ze AAEI ~ ANAJF, czyli YAEI = SAJF (). Tak jak
juz wezesniej zauwazylidémy, punkty B, J, C, I lezg na okregu o érednicy IJ. Z
twierdzenia o trojliSciu wynika, ze okrag ten ma $rodek w punkcie D, czyli D
jest $rodkiem odcinka I.J. Oznacza to, ze F.J || GD, zatem SAJF = $ADG.
Laczac to z (¥+) mamy LADG = AEI, co juz daje teze. O

11. Okrag wpisany w tréjkat ABC jest styczny do bokéow BC,CA, AB
odpowiednio w punktach D, E, F. Oznaczmy przez Mi, Ms $rodki odcinkéw
odpowiednio BF,C'E. Prosta [4 jest prosta przechodzaca przez punkt A oraz
prostopadta do M; M,. Proste I g, lc definiujemy analogicznie. Wykaz, ze proste
la,lB,lc przecinaja sie w jednym punkcie.

Rozwiazanie:

Niech I bedzie srodkiem okregu wpisanego w tréjkat ABC, natomiast A’, B', C’
sg punktami antypodycznymi odpowiednio do A, B,C na okregu opisanym
na trojkacie ABC. Oznaczmy przez M s, Mp, Mc $rodki odcinkéw odpowied-
nio A'T, B'I,C'I. Czworokat BCB'C’ jest prostokatem, czyli BC || B'C’ ||
MpMc. Analogicznie CA || MeMa oraz AB || MaMp. To oznacza, ze tréj-
katy ABC oraz MaMpMc maja parami réwnoleglte boki, zatem sa jedno-
kladne. Srodek tej jednokladnosci (nazwijmy go S) lezy na kazdej z prostych
AM 4, BMp,CMc. Oczywiscie czworokaty IFBA', IECA’ sa trapezami pro-
stokatnymi, co oznacza, ze MM; 1 M A oraz MMs L MsA. W tréjkacie
AM; M; prosta AM 4 jest érednica okregu opisanego, zatem prosta AMy4 (czyli
AS) jest izogonalnie sprzezona do [4 w kacie < BAC. Czyniac analogiczne ob-
serwacje wnioskujemy, ze proste l4,lp,lc przecinaja sie w punkcie izogonalnie
sprzezonym do S wzgledem tréjkata ABC. O
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Zadania trudniejsze

1. Dany jest wielokat wypukly F = A; A, ... A,. Dla dowolnego punktu
P wewnatrz, punkty B; to punkty przeciecia PA; z obwodem F. Wielokat F
nazwiemy zbalansowanym, jesli dla pewnego punktu P wewnatrz wielokata,
punkty Bi, Bs, ..., B, leza wewnatrz réznych bokéw F. Rozstrzygnaé czy F
jest zbalansowany dla

(a) parzystego n,

(b) nieparzystego n.

Rozwigzanie:

Pokazemy, ze je$li n jest parzyste, to wielokat F nie jest zbalansowany.
Przekatna Aj A,,, gdzie m = % + 1 dzieli wielokat na dwa wielokaty H; =
A1As. . A i Hy = A Ay - - A Ar. Punkt P nie moze lezeé¢ na przekatne;j,
gdyz By # A,,. Jesdli P lezy wewnatrz Ho, to punkty By, Bs,..., By, leza na
m — 1 odcinkach bedacych bokami wielokata F N Hy, zatem ktérys z bokow F
zawiera dwa punkty B; — sprzeczno$c.

Nastepujacy rysunek

pokazuje, ze dziewieciokat wypukly nie musi by¢ zbalansowany, gdyz punkt P
powinien znalezé¢ sie w czesci wspélnej trzech narysowanych trojkatow. O

2. Wyznaczyé¢ wszystkie wielomiany P o wspoOlczynnikach catkowitych o
nastepujacej wlasnoéci: Dla dowolnych wzglednie pierwszych liczb catkowitych
aibciag {P(an+b)},>1 zawiera nieskonczenie wiele wyrazéw takich, ze kazde
dwa z nich sa wzglednie pierwsze.

Rozwigzanie:

Przede wszystkim P nie moze by¢ wielomianem stalym, gdyz ciag {P(an +
b)}n>1 powinien zawiera¢ nieskorficzenie wiele wyrazéw.



Zalézmy, ze P(xz) = kax™, dla liczb caltkowitych k # 0 oraz m > 0. Niech
a i b beda liczbami catkowitymi wzglednie pierwszymi. Wéwczas P(an + b) =
k(an 4+ b)™ jest podzielne przez k dla dowolnego n, wiec k¥ = 1. Na podsta-
wie twierdzenia Dirichleta ciag {(an +b)},,>1 zawiera nieskoficzenie wiele liczb
pierwszych, wigc ciag {(an+b)"},,>1 zawiera nieskoficzenie wiele wyrazéw, kt6-
re sa parami wzglednie pierwsze. Wobec tego wielomiany +z™ sa rozwiazaniem
zadania, dla m > 0.

Zalézmy teraz, ze wielomian P ma co najmniej dwa wyrazy. Mozemy go
wéwezas zapisaé jako P(z) = 2!Q(z) dla pewnej nieujemnej liczby calkowitej [
oraz wielomiany @ postaci

Qz) = ajxj + aj_lxj_l + ...+ a1z + ag,

gdzie j > 1 oraz apa; # 0. Wybierzmy liczbe pierwsza ¢ taka, ze ¢ 1 ao.
Poniewaz @ jest niestalym wielomianem, to istnieje odpowiednio duza liczba
catkowita r > 0 taka, ze |Q(a”)| > 1. W szczegdlnosci istnieje liczba pierwsza
p | Q(q") oraz p # q, gdyz Q(¢") = ap (mod q) i g1 ao.

Potézmy a :=p, b:=q". Wtedy a i b sa wzglednie pierwsze. Ponadto

Plan+b) =P(pn+q") = P(q") =¢"Q(¢") = (mod p),

wiec wszystkie wyraz ciagu {P(an + b)}n>1 sa podzielne przez p. Wobec tego
P nie spelnia warunkéw zadania. O

3. Rozstrzygnaé czy zbidr liczb catkowitych, ktére nie daja si¢ przedstawic
jako suma kwadratéw réznych liczb catkowitych jest skonczony.

Rozwiazanie:
Pokazemy, ze zbior ten jest skonczony. Wezmy liczbe N dla ktérej istnieja
liczby catkowite dodatnie aq,as,...,an,b1,be,..., b, takie, ze ilorazy dowol-

nych dwoch z nich nie jest potega dwdjki wieksza od 1 oraz
N=ai+a3+...+a2, 2N =b]+b3+...+b2,
(mozemy wziaé¢ np. 29, gdyz 29 = 22 + 52 i 58 = 32 + 72).
Wykazemy, ze dowolna liczba

4N—2
P> " (2kN +1)°
k=0
jest sumg kwadratéw réznych liczb catkowitych. Dla takiego P znajdziemy q i
1 <r <4N — 1 takie, ze P = 4Nq + r. Poniewaz

I
-

T

r=Y (2kN +1)* (mod 4N),
0

E
I
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to mozemy zapisaé
r—1

P =) (2kN +1)* + 4Nt
0

el
Il

dla pewnej liczby catkowitej ¢, jesli r > 1. W przypadku, gdy r = 0, to oczywi-
$cie P = 4Ngq. Zapisujac t = Z 22¢i 4 Z 2211 widzimy, ze

? J

r—1 e; e
P peo(2kN +1)* + > in(2 itlg, )% + D w2 itla,)? dlar > 1,
Zi,u(2ei+1av)2 + Zj,w(2ej+1aw)2 dla r =0,

gdzie (v,w) € {1,2,...,n} x {1,2,...,m}. O

4. Dane sg liczby catkowite dodatnie m > n oraz zbiér S wszystkich ciaggéw
(a1, az,...ay) takich, ze a1 + as + ...+ a, = m. Pokazaé, ze

Y 1manpt = Zn:(—l)"’i (,Z)Zm

(a1,a2,...an)€S =1

Rozwiagzanie:
W rozwiazaniu wykorzystamy funkcje tworzace. Mamy

doxm. oMt = Y XU(2X) - (nX) =

m>=n (a1,az2,...an)ES ai,as,...ap>1
X 2X nX
= X X% ... X | = . .
Z Z Z X-1 2X-1 nX —1
a1 =1 az2>1 an>1

7 drugiej strony

z e (S ()r) =g () g

m>=n =1
=i

Wystarczy zatem pokazaé, ze

n!

1-X)1-2X)-...-(1-nX) Z(_l)m(i) 1—iX’




Z rozkladu na utamki proste wiemy, ze istnieja liczby wymierne Ay, Ao, ..., A,
takie ze .

n' Az
1-X)(1-2X) ...-(1-nX) :Zlﬂ‘x'

i=1

1
Mnozac powyzsza réwnosé przez (1 — iX) i biorac X — - dostajemy formute
i

Ay = (~1)"i (Z‘) i

oraz teze zadania. O

na A;:

5. Dane sa liczby rzeczywiste a, b, ¢ i d takie, ze
(a® +1)(b* + 1)(c* +1)(d* + 1) = 16.

Pokazaé, ze
-3 < ab+bc+ cd+ da + ac + bd — abed < 5.

Rozwiazanie:
Zapiszmy nieréwno$é, ktéra mamy pokazaé jako

(ab+ be + cd + da + ac + bd — abed — 1)? < 16.
7Z nieréwnoéci Cauchy’ego-Schwarza mamy

(ab + be + cd + da + ac + bd — abed — 1)* =

= (a(b+c+d—bed) +be+bd + cd — 1)? <

< (@®+ D)[(b+c+d—bed)? + (be+bd + cd — 1)?] =
= (a® + D[(b* + 1)(c? + 1)(d* + 1)] = 16.

6. Dany jest trojkat ABC wpisany w elipse o dtugosci k. Pokazaé, ze k > 4r,
gdzie r jest promieniem okregu wpisanego w trojkat ABC.

Uwaga: Elipsa o ogniskach Fy i Fy i dlugosci k jest zbiorem punktéw P
takich, ze PFy + PFs = k.

Rozwiazanie:

Niech Fi i F» beda ogniskami danej elipsy. Niech C'4 bedzie okregiem o
srodku w punkcie A i promieniu AF;. Analogicznie definiujemy okregi Cp i
Cc. Przedtuzmy prosta F»A az do przeciecia okregu C4 w punkcie Py tak,
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ze punkt A lezy na odcinku P Fy. Analogicznie definiujemy punkty Pg i Po.
Niech @ bedzie okregiem o $rodku Fo i promieniu k. Widzimy, ze FhP4 =
oA+ APy = Fob A+ AF) =k, wiec Py € Q oraz Q1 Cy4 sa styczne w punkcie
P4. Analogiczne fakty uzyskujemy patrzac na wierzchotki B i C.

Niech Fy A przecina C4 w punkcie A; (A lezy na odcinku A;Fy). Analo-
gicznie definiujemy punkty B; i Cy. Wéwcezas w tréjkacie A1 B1Cy okregi Cya,
Cp i C¢ sa okregami o érednicach odpowiednio F1 A, F1B i F1C.

Udowodnimy nastepujacy lemat:

Lemat. Dany jest punkty P w plaszczyzinie tréjkgta ABC. Okrgg T o promieniu
R jest styczny do okregow o Srednicach AP, BP i C'P oraz zawiera je w swoim
wnetrzu. Wowczas R > 2r, gdzie r jest promieniem okregu wpisanego w tréjkat
ABC.

Dowdéd. Niech X bedzie érodkiem I'. Wéwezas R > AX,R> BX i R > CX,
wiec

3R> AX + BX +CX.

Pozostaje pokazaé, ze
AX +BX +CX > 6r.

Wiadomo, ze powyzsza suma minimalizuje sie gdy X jest punktem Ferma-
ta F'. Zbudujmy wiec tréjkat réwnoboczny BC'D na zewnatrz trojkata ABC.
Woéwezas F jest przecieciem okregu opisanego na tréojkacie BC'D z prosta BD.
7 twierdzenia Ptolemeusza zastosowanego dla czworokata BC'DF dostajemy,
ze FD = FB + FC. Zatem

FA+FB+FC=FA+FD=AD,

wiec wystarczy pokazaé, ze AD > 6r.
Oznaczajac boki BC, CA i AB przez a, b i ¢ odpowiednio, to z twierdzenia
cosinuséw mamy, ze

AD? = a? + ¢ — 2ac - cos (<IB+60°) =
1
=a?+ ¢ — 2ac <2cos<lB\g§sin<IB> =
1
:a2+02—§(a2+02—b2)+\/§ac-sin<lB:

1
=5 (@ 40"+ %) +2V3 - [ABC],

gdzie [F] oznacza pole figury F.
Pokazemy teraz, ze
a+b+c>6V3r (4)
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TYZ
T+y—+z

3
x+y+z>3\/&,
r+y—+z

ktéra jest rownowazna temu, ze

tatwo obliczamy, ze r =
do

Niech =,y i z beda takie, ze a = y+2,b =24z, c = x+vy, x,y, z > 0. Wowczas
. Wobec tego nieréwnosé przeksztalca sie

(x+y+2)° > 272yz.

Jednakze ostatnia nier6wnos¢ jest prawdziwa na podstawie nieréwnosci miedzy
$rednig arytmetyczng a geometryczna.
Wykazemy nastepnie, ze

a® + b+ ¢ > 4V3[ABC). (5)
Istotnie, niech s := #, wtedy ze wzoru Herona oraz nier6wnosci miedzy
srednig arytmetyczna a geometryczng mamy

[ABC)?
S

(sa)+(sb)+(sc)>3 s3

(s a)s -0 < .

stad

[ABC| < s _(atb+eo? 3@+ +cf) @+ + e
\3\/§ 12v/3 h 12V/3 3 .

Mamy teraz
AD? = _ (a® +b* + ¢*) +2V3 - [ABC] >

>

[N R

-4V/3[ABC] + 2V3 - [ABC| =

2
— 4V/3[ABC] = 4V/3 W > 43 6‘/? — 3602,

O

Na podstawie powyzszego lematu wiemy, ze k > 2r1, gdzie r1 jest pro-
mieniem okregu wpisanego w trojkat A; B1C;. Jednakze tréjkat A; B1Ch jest
obrazem tréjkata ABC w jednokladno$ci o srodku w punkcie Fy i skali 2, wiec
ry = 2r, stad k > 4r. O

7. Pokazaé, ze dla dowolnego wielomianu P o wspotczynnikach rzeczywi-
stych istnieje wielomian @) o wspélczynnikach rzeczywistych taki, ze wielomian
P(2)? + Q(x)? jest podzielny przez (1 + 22)2017,
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Rozwiazanie:

Wystarczy oczywiscie pokazaé, ze dla dowolnego n naturalnego istnieje wie-
lomian rzeczywisty P taki, ze P2+1 jest podzielne przez (1+22)2°17. Zauwazmy,
ze

(@ +1)" = (x+1)"(x —1)"
oraz

(x+14)" = A(z) +iB(z) oraz (x—1i)" = A(z) —iB(z)

dla pewnych wielomianéw rzeczywistych A i B. Chcemy znalez¢ wielomian P
taki, ze
(A+iB)(A—iB) |1+ P?>=(1+iP)(1—iP),

wiec wystarczy aby A+iB | 1+ 4P (podzielno$¢ 1 —iP przez A —iB uzyskamy
biorac sprzezenie). Wobec tego szukamy takich wielomianéw rzeczywistych C
i D takich, ze

(A+iB)(C+iD)=1+iP.

Nietrudno zauwazy¢, ze szukane wielomiany spelniajg zaleznos¢ AC — BD = 1.
Jednakze wielomiany A i B sa wzglednie pierwsze (A i B nie maja wspdlnego
pierwiastka), wiec na podstawie lematu Bezout’a znajdziemy wielomiany C' i
D spelniajace szukany warunek. O

8. Punkt M lezy na okregu opisanym na tréjkacie ABC. Styczne do okregu
wpisanego w tréjkat ABC poprowadzone z punktu M przecinaja prosta BC' w
punktach X; i Xo. Pokazaé, przy zmieniajacym si¢ wyborze punktu M, okregi
opisane na trojkatach M X7 Xs majg punkt wspolny.

Rozwiazanie:

Niech okrag wpisany w w trojkat ABC bedzie styczny do bokéw BC, C'A i
AB w punktach D, E i F' odpowiednio. Niech M K i M K5 bedg stycznymi do
w. Przypuéémy, ze okrag styczny do bokéw AB, AC i okregu opisanego 2 na
tréjkacie ABC, bedzie styczny do 2 w punkcie T. Ponadto, niech H oznacza
ortocentrum trojkata DEF.

Rozpatrzmy inwersje wzgledem okregu w i niech X’ bedzie obrazem punktu
X w danej inwersji. Latwo zauwazy¢, ze A’ jest $rodkiem odcinka EF. Wobec
tego, obrazem ) jest okrag 9-ciu punktéw trojkata DEF', ktorego oznaczymy
przez o. Niech N bedzie srodkiem tuku BAC. Pokazemy nastepujacy lemat:

Lemat. Punkty N, I i T sq wspotliniowe.

Dowdd. Niech okrag styczny wewnetrzne do 2 w T', bedzie styczny do prostych
AB i AC' w punktach K i L odpowiednio. Proste TK i TL przecinaja okrag
Q w punktach X i Y. Stosujac twierdzenie Paskala dla szesciokata X AYCTB
uzyskujemy, ze I lezy na odcinku K L.
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Oczywiscie AI 1 KL, wiec latwo zauwazy¢, ze KL || XY. Ponadto
ITKI = STKL = ¥TXY = {TBY = 4TBI,

wiec na czworokacie T'BK I mozna opisaé¢ okrag. Analogicznie dostaniemy, ze
na czworokacie T'C'LI mozna opisa¢ okrag, wiec

IBTI = 4AKL = SALK = 4CTI,
zatem T'I jest dwusieczna kata BT'C, skad teza. O

Poniewaz SIN'A’ = STAN = 90°, to na mocy lematu 7’ jest drugim
konicem $rednicy AT’ okregu o. Zatem T jest $rodkiem odcinka DH.

Latwo zauwazy¢, ze punkty M’ X1, X} sa érodkami odcinkéw K1 Ko, K1 D
oraz DK5, odpowiednio. Punkt M’ lezy na o, wiec rozpatrujac jednoktadnosé
o $rodku w punkcie H i skali 2 widzimy, ze obraz Mj punktu M’ lezy na w i

IK 1 HKy = YKy M{K; = K3 DKj.

Rozpatrujac teraz jednokladnosé o srodku w punkcie D i skali 2, punkty X7,
X/} 1T przeksztalcy sie w punkty kolejno K, Ko i H, natomiast obraz punktu
M’ oznaczmy przez M}. Ponadto

SK MKy = $K2DKy = YK HK>,

wiec punkty X|, X5, T' i M} leza na jednym okregu, stad punkty Xi, X5, M’
i T' réwniez. Oznacza to, zZe na okrag opisany na tréjkacie Ky KoM przechodzi
przez punkt T. O

9. Pokazaé, ze dla dowolnego € > 0 istnieje liczba calkowita n taka, ze
najwiekszy dzielnik pierwszy liczby n? + 2017 jest mniejszy niz en.

Rozwigzanie:

Niech n = 4 - 20172m? 4 3 - 2017m, dla pewnej liczby catkowitej dodatnie;
m. Wowczas

n® 42017 = 2017 (2017m? + 1) (4 - 2017m? +1).

Najwiekszy dzielnik pierwszy p liczby n? + 2017 nie moze byé¢ wigkszy niz
4-2017m? + 1. Ponadto
4-2017m? + 1 4-2017m? + 1 _
= 5‘7
n 4-20172m3 4+ 3-2017m

dla odpowiednio duzego m, stad

p<4-2017m? +1 < ne.
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