OBOZ PRZYGOTOWAWCZY DO OLIMPIADY
MATEMATYCZNEJ

Krynica Zdrdj, 15 pazdziernika — 19 pazdziernika 2018



Obéz Przygotowawczy do Olimpiady Matematycznej
Krynica Zdréj, 7 pazdziernika — 11 pazdziernika 2019

Pensjonat Jozefa w Krynicy

Sklad tekstu:

Dominik Burek
Filip Gawron
Jakub Wegrecki



Tresci zadan

Zawody indywidualne grupy Sredniej

1. Dana jest nieparzysta liczba naturalna k. Udowodnié, ze liczby 4% - (2k2 +
5) nie da si¢ zapisa¢ jako sumy trzech kwadratéw liczb calkowitych.

2. Dany jest ciag liczb caltkowitych dodatnich = (21, 29, ..., ,,) oraz liczba
caltkowita dodatnia k. Operacjg 1 bedziemy nazywaé wybor dwbch sasiednich
liczb (x;, 2;41) takich, ze x; > k 1 zamiane ich na pare (x; — 1,z;41 + 1). Ope-
racjg 2 bedziemy nazywaé wybér dwéch sasiednich liczb (z;, x;41) takich, ze
xi+1 > ki zamiane ich na pare (z; +1, 2,41 —1). Spdjny podciag x;, Tit1, ..., T,
bedziemy nazywaé¢ dobrym jesli mozna za pomoca operacji sprawdzié, by z; > k
dla kazdego i < t < j. Spdjny podciag nazwiemy bardzo dobrym jesli mozna za
pomoca operacji wykonanych wylacznie na liczbach z tego podciagu sprawié,
by z; > k dla kazdego i < t < j. Udowodnié, ze najdluzszy dobry podciag
ciagu x jest zarazem jego najdluzszym bardzo dobrym podciagiem.

3. Znalez¢ wszystkie funkcje f : R — R spelniajace dla kazdych liczb rze-
czywistych z, y réwnanie

flzy =1+ f(z)f(y) =22y — 1

4. Wewnatrz czworokata wypuklego ABCD lezy punkt P, taki ze
IPBC =<4DBA i $PDC = <BDA.

Pokazaé, ze na czworokacie ABCD da sie opisa¢ okrag wtedy i tylko wtedy
gdy AP = CP (przyjmujemy, Ze przekatna BD nie dzieli na p6t ani $ABC
ani YBDA).

5. Dany jest prostokat ABC'D. Niech M oraz N to srodki bokéw C'D oraz
CB. Niech punkt K bedzie przecigciem prostych M B oraz DN. Udowodnié,
7e INKB = YMAN.

6. Niech n,p > 1 beda liczbami catkowitymi, a p liczba pierwsza. Zachodzi:
n|p—1ip|n®—1. Pokazaé, ze 4p — 3 jest kwadratem liczby naturalnej.

7. Pokazacé, ze prostokata o wymiarach 4 x 11 nie da sie pokry¢ kostkami o
ponizszym ksztalcie:



8. Niech P(x) bedzie wielomianem stopnia n, o catkowitych wspdlczyn-
nikach i niech k bedzie liczba catkowita wieksza od 2. Niech Q bedzie dane
wzorem:

Q = P(P(...(P(z)...))

k

Udowodnié, ze istnieje co najwyzej n liczb calkowitych ¢ takich, ze Q(t) = t.

9.Na prostej lezy 50 odcinkow. Pokazac, ze istnieje 8 odcinkow, ktore maja
jeden punkt wspdlny, lub 8 parami roztacznych odcinkéw.

10. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag, a okregi wpisane w tréjkaty
ABC i BCD maja réwne promienie. Udowodnié, ze takze okregi wpisane w
tréjkaty CDA i DAB majg réwne promienie.

11. Dany jest cigg liczb rzeczywistych dodatnich spelniajacy nastepujace
warunki a; = 2 oraz an,4+1 = afl — a, + 1. Wykazaé, ze zachodzi

1 1
S=—+4-+—<1
aq Qp

12. Niech a, b beda liczbami catkowitymi dodatnimi takimi, ze b + n jest
wielokrotnoécia a™ + n dla kazdego naturalnego n. Pokazaé, ze a = b.



Zawody indywidualne grupy starszej

1. Dany jest tréjkat ABC w ktérym < BAC = 45°. Niech A’ bedzie drugim
koficem $rednicy AA’ okregu opisanego na tréjkacie ABC. Punkty E i F leza
na bokach AB i AC odpowiednio tak, ze A’'B = BE oraz A'C = CF. Niech
K bedzie drugim punktem przecigcia okregéw opisanych na tréjkatach AEF i
ABC. Pokazaé, ze EF polowi odcinek A’K.

2. Wielomiany P i Q o wspolczynnikach rzeczywistych spelniaja réwnosé
P(x)?=1+Q(z)3

dla dowolnej liczby rzeczywistej x. Pokazaé, ze P i @) sa stale.

3. Kazdy wierzcholek n-kata wypuklego F (n > 4) malujemy na bialo lub
czarno. Przekatna F nazwiemy teczowq jesli jej konce sa réznego koloru. Kolo-
rowanie wszystkich wierzchotkéow F nazwiemy dobrym jedli F mozna podzielié
na tréjkaty teczowymi przekatnymi, ktére nie maja punktéw wspélnych (oprécz
wierzchotkéw F). Wyznaczy¢ liczbe dobrych kolorowan.

4. Liczba calkowita dodatnia N moze by¢ wyrazona jako
N=a;—ay=b; —by=c1 —cy=dy —do,

gdzie a1 i as sa kwadratami, by 1 by sg szeScianami, ¢ i ¢ sa piatymi potegami
oraz dj i do sa sid6dmymi potegami liczb calkowitych. Czy wsréd liczb aq, by,
c1, di, asg, ba, co 1 do muszg byé dwie réwne liczby?

5. Wyznaczy¢ najmniejsza liczbe catkowita dodatnia k taka, ze wérdd do-
wolnych k réznych i parami wzglednie pierwszych liczb catkowitych dodatnich
mniejszych od 2019 istnieje liczba pierwsza.

6. Prosty kij o dlugosci 2M centymetréw pocieto na N mniejszych patycz-
kéw, ktorych dlugosé jest wyrazona liczba catkowita w centymetrach. Jakie jest
najmniejsze N, dla ktorego mozna zagwarantowac, ze przy uzyciu wszystkich
powstalych patyczkéw mozliwe jest, bez ich lamania, ztozenie konturu jakiegos
prostokata?

7. Wielomian

P(x)=2a"+ a1 z" Va4 4 an_1x +ay



o wspdlczynnikach rzeczywistych ma n pierwiastkéw w przedziale (0, 1). Poka-
zaé, ze dla k = 1,2,...,n zachodzi nieréwnos¢

(=1)*(ak + aps1 + ... +an) > 0.

8. Dany jest szesciokat ABC DEF (niekoniecznie wypukly) w ktérym AB =
DE, BC = EF, CD = FA a ponadto

IFAB = 39CDE, $BCD = 34EFA oraz <DEF = 34ABC
(katy odpowiadaja katom wewnetrznym szesciokata, w szczegdlnosci niektére
z nich moga by¢ wigksze niz 180°). Zalézmy, ze zadne dwa boki sze$ciokata

nie sa réwnolegte. Pokazaé, ze proste AD, BE i C'F przecinaja sie w jednym
punkcie.

9. Liczby rzeczywiste a, b, ¢ i d ktorych wartos¢ bezwzgledna jest wigksza
niz 1 spelniaja rownosé

abc + abd + acd +bed+a+b+c+d=0.

Pokazaé, ze

10. Niech n > 3 bedzie liczba catkowita. Pokazaé ze istnieje zbior S sktada-
jacy si¢ z 2n dodatnich liczb catkowitych taki, ze: Dla kazdego m = 2,3,...,n
zbiér § moze byé¢ podzielony na dwa podzbiory o réwnej sumie elementow, z
ktorych jeden ma m elementéw.

11. W tréjkacie ABC punkty N, K i L leza na bokach AB, BC'i CA,
odpowiednio tak, ze AL = BK oraz CN jest dwusieczng kata ACB. Proste
AK i BL przecinajg si¢ w punkcie P. Punkty I i J sa Srodkami okregéw
wpisanych w trojkaty ALP i BPK, odpowiednio. Prosta CN przecina IJ w
punkcie Q. Pokazaé, ze IP = QJ.

12. Poczatkowo na tablicy zapisywana jest liczba naturalna. Nastepnie co
sekunde iloczyn wszystkich niezerowych cyfr jest dodawany do biezacej liczby.
Wykazaé, ze istnieje dodatnia liczba catkowita ktora jest dodana nieskonczenie
wiele razy.



Mecz matematyczny grupy Sredniej

1. Funkcja ze zbioru liczb rzeczywistych, przyjmujaca wartosci rzeczywiste
spelnia;:

z+ f(x) = f(f(z))

dla kazdego x rzeczywistego. Znalez¢ wszystkie rozwiazania réwnania f(f(x)) =
0
2. Udowodnij, ze:

a b c
+ + >1
Va2 +8bc Vb2 + 8ca \/CQ+8ab/

3. Liczba naturalna n; zapisana jest w systemie dziesigtnym za pomoca 333
cyfr, z ktérych zadna nie jest zerem. Dla ¢ — 1,2, -+ ,332 liczba n; 1 powstaje
z liczby n; poprzez przeniesienie cyfry jednoéci na poczatek. Dowiesé, ze albo
wszystkie liczby ni,ns,- -+, n333 sa podzielne przez 333 albo zadna z nich.

4. Dowie$¢, ze istnieje nieskonczenie wiele czworek réznych liczb natural-
nych (a,b,c,d) o tej wlasnosci, ze kazdy z iloczynéw ab, be, ac, bd, cd jest o 1
wiekszy od kwadratu pewnej liczby naturalne;j.

5. Pokazaé, ze dla kazdego catkowitego n > 1 ciag
2,22,2227... (mod n)

jest od pewnego miejsca staly.

6. Dwiescie studentéw rowiazywalo 6 zadan. Kazde zadanie rozwiazalo
przez conajmniej 120 uczestnikéw. Pokazaé, ze istnieje dwoch studentow, ktod-
rzy w sumie rozwiazali wszystkie zadania.

7. Niech n bedzie liczba catkowita dodatnia. Ciag n liczb catkowitych do-
datnich (niekoniecznie réznych) nazwiemy ciagiem Masarni jesli zachodzi wa-
runek: dla kazdego k > 2, jedli w ciagu wystepuje k, to wystepuje tez k—1, oraz
pierwsze k — 1 jest wcze$niej w ciagu niz ostanie k. Pokazaé, ze liczba ciagéw
Masarni jest réwna n!

8. Dwa okregi O1, O2 przecinaja si¢ w punktach M, N. Niech [ bedzie
prosta styczna do Ol w A i do O2 w B oraz taka, ze M jest blizej | niz N.



Niech prosta réwnolegta do I i przechodzaca przez M przecina okregi O1, 02
ponownie w punktach odpowiednio C, D. Proste CA i DB przecinaja sie w
E, proste AN i CD przecinaja sie w P, proste BN i C'D przecinaja sie w Q.
Pokazaé, ze EP=FEQ

9. W trojkacie ABC punkt H jest ortocentrum, O érodkiem okregu opi-
sanego, za$§ R promieniem tego okregu. Punkt D jest symetryczny do punktu
A wzgledem BC, punkt E jest symetryczny do B wzgledem CA oraz punkt
F jest symetryczny do C wzgledem AB. Wykazaé, ze punkty D, E, F' leza na
jednej prostej wtedy i tylko wtedy, gdy OH = 2R.

10. Dany jest trojkat ABC taki, ze YCAB > S ABC. Punkt I jest $srodkiem
okregu wpisanego w ten tréjkat. Niech D bedzie punktem na odcinku BC
takim, ze SCAD = JABC. Niech w bedzie okregiem stycznym do AC w
punkcie A przechodzacym przez I, zas X bedzie drugim punktem przeciecia w
i okregu opisanego na ABC. Udowodnij, ze dwusieczne katéw < DAB i YCXB
przecinajg sie na prostej BC.



Mecz matematyczny grupy starszej

1. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f: N — N takie, ze
flm —n)+4mn

jest kwadratem liczby calkowitej dla dowolnych liczb catkowitych dodatnich
m > n.

2. Niech m bedzie liczba calkowita taka, ze |m| > 2. Rozwazmy ciag
ai,as, ... liczb catkowitych taki, ze a1, as nie sa zerami jednocze$nie oraz dla
dowolnej liczby calkowitej dodatniej n mamy a,t2 = a,4+1 — ma,. Pokazaé, ze
jesli liczby calkowite r > s > 2 spelniaja réwnosci a, = as = ay, tor —s > |mj.

3. Niech S bedzie niepustym podzbiorem liczb catkowitych dodatnich taki,
ze dla dowolnych (niekoniecznie réznych) liczb catkowitych a i b ze zbioru S,
liczba ab + 1 réwniez nalezy do S. Pokazaé, ze zbior liczb pierwszych ktére nie
dziela zadnego elementu zbioru S jest skonczony.

4. Niech Q4 oznacza zbiér wszystkich dodatnich liczb wymiernych. Wyzna-
czy¢ wszystkie funkcje f: Q — Q4 spelniajace réwnoscé

I (@2 F()?) = f(2)*f(y) dla dowolnych z,y € Q..

5. Niech
P(z) = 2+ ag 12N+ +a

bedzie wielomianem o wspolczynnikach rzeczywistych takim, ze dla pewnego
m > 2 wszystkie rzeczywiste pierwiastki wielomianu

P™)(g) := P(P(...P(z))...)

m razy

sa dodatnie. Pokazaé, ze wszystkie rzeczywiste pierwiastki wielomianu P(x) sa
dodatnie.

6. W Arabii Saudyjskiej znajduje sie 2019 miast, a wszystkie odleglosci
miedzy nimi sg rézne. Niektére miasta sa polaczone lotami (w obie strony).
Okazalo sie, ze dokladnie dwa loty opuszczaja kazde miasto, a sa to loty do
dwdch najbardziej odlegtych miast. Udowodnij, ze korzystajac z lotow, z do-
wolnego miasta mozna dotrze¢ do kazdego innego.



7. Niech n bedzie liczba calkowita dodatnia, a S zbiorem majacym 2™ + 1
elementéw. Niech f bedzie funkcja prowadzaca z 2-elementowych podzbioréw S
do zbioru {0, 1,2, ...,2" 1 —1}. Przypuéémy, ze dla dowolnych z,y, z € S jedna
z liczb f({z,y}), f({y,2}), f({z,x}) jest suma dwich pozostalych. Pokazaé,
ze istnieja liczby a,b,c € S takie ze

f({a,b}) = f({b,c}) = f({e,a}) = 0.

8. Plaszczyzna jest podzielona na wypukle siedmiokaty o érednicy jednost-
kowej. Pokazaé, ze dowolny okrag o promieniu 200 przecina co najmniej miliard
siedmiokatow.

Srednicg zbioru nazywamy najwiekszq odleglo$é miedzy dwoma punktami
tego zbioru.

9. W trojkacie ABC punkty A; i By leza na bokach BC' i CA tak, ze na
czworokacie AA; By B mozna opisa¢ okrag. Niech S bedzie punktem przeciecia
AA; i BBy. Punkty X iY sg obrazami S wzgledem prostych CB i C'A, odpo-
wiednio. Okregi opisane na trojkatach CA; By i CAB przecinaja si¢ w punkcie
P # A. Pokazad, ze na czworokacie X PCY mozna opisaé¢ okrag.

10. Dany jest tréjkat ABC (AB > BC) wpisany w okrag ). Na bokach AB
i BC wybrano punkty M i N odpowiednio takie, ze AM = CN. Proste M N i
AC przecinaja sie w punkcie K. Niech P bedzie $rodkiem okregu wpisanego w
tréjkat AM K, a @ jest érodkiem okregu K-dopisanego w trojkacie CN K. Po-
kazaé, ze srodek tuku AC okregu €2, ktéry zawiera punkt B jest réwno odlegly
od punktéw P i Q.

11. Dany jest ostrostup SA; As ... A, ktérego podstaws jest n-kat wypukty
AjAy.. A,. Dlai = 1,2,...,n w podstawie znajduje si¢ trojkat X;A4;A4;41
przystajacy do Sciany SA;A;11 lezacy po tej samej stronie prostej A;A;11 co
podstawa (polézmy A, 1 := Ap). Pokazaé, ze te wszystkie tréjkaty pokrywaja
w calosci podstawe ostrostupa.



Rozwigzania

Zawody indywidualne grypy Sredniej

1. Dana jest nieparzysta liczba naturalna k. Udowodnié, ze liczby 4% - (2k2 +
5) nie da sie zapisa¢ jako sumy trzech kwadratéw liczb catkowitych.

Rozwigzanie:

Przypuéémy, ze takie liczby istnieja, tzn. 4% - (2k? + 5) = a? + b? + %
Korzystajac z faktu, reszty kwadratowe modulo 4 to 0 i 1 widzimy, ze 2 | a,
2 | b oraz 2 | c. Zatem 2a; = a, 2b; = b, 2¢; = c¢. Podstawiajac do naszego
réwnania i rozumujac analogicznie dostaniemy, ze (2k% +5) = a3 + b3 + c3.
Jednakze jesli k jest nieparzyste, to lewa strona réwnania daje reszte 7 przy
dzieleniu przez 8. Prawa strona nie moze dawaé reszty modulo 8, co mozna
tatwo sprawdzic.

2. Dany jest ciag liczb calkowitych dodatnich x = (x4, x9, ..., ¥, ) oraz liczba
caltkowita dodatnia k. Operacjg 1 bedziemy nazywaé wybor dwoch sasiednich
liczb (z;,z;41) takich, ze x; > k i zamiane ich na pare (x; — 1,2,41 + 1). Ope-
racjg 2 bedziemy nazywaé wyboér dwéch sasiednich liczb (z;, z;41) takich, ze
Tit1 > k i zamiane ich na pare (x; +1, 2,41 —1). Spéjny podciag ;, Tiy1, ..., T;
bedziemy nazywaé dobrym jesli mozna za pomoca operacji sprawdzié, by z; > k
dla kazdego ¢ < t < j. Spojny podciag nazwiemy bardzo dobrym jesli mozna za
pomoca operacji wykonanych wytacznie na liczbach z tego podciagu sprawié,
by x; > k dla kazdego i < t < j. Udowodnié¢, ze najdtuzszy dobry podciag
ciagu z jest zarazem jego najdtuzszym bardzo dobrym podciagiem.

Rozwiazanie:

Kazdy bardzo dobry fragment ciggu jest oczywiscie takze dobrym fragmen-
tem ciagu. Odwrotna zalezno$é¢ niestety nie zachodzi, jednakze pokazemy, ze
kazdy najdhuzszy dobry fragment ciagu musi by¢ bardzo dobry. Zalézmy przez
sprzeczno$é, ze najdtuzszy dobry fragment x;,z;41, ..., z; nie jest bardzo do-
bry. To oznacza, ze podczas wykonywania operacji na ciagu x prowadzacych do
przeksztalcenia tego fragmentu w poprawnie rozmieszczony, trafit do niego jakis
klocek spoza tego fragmentu. Zalézmy, ze byl to klocek pochodzacy ze stupka x,,
dla u < ¢ (przypadek u > j rozpatruje sie analogicznie). Twierdzimy, ze wow-
czas po wykonaniu wszystkich operacji wszystkie stupki z,,, €441, ..., T;—1 maja
wysoko$¢ co najmniej k, co oznacza, ze fragment x;, 41, ..., z; bynajmniej nie
byl najdiuzszym dobrym, gdyz dobry jest takze fragment xu, Tyy1, ..., Ts, ..., Tj.
No dobrze, a dlaczego wszystkie te stupki maja wysoko$¢ co najmniej k7 Aby
ow klocek ze stupka x,, mégl dostac sie do rozwazanego fragmentu, z kazdego ze
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stupkéw z,, €441, ..., v;—1 musial zosta¢ co najmniej raz przestawiony na stu-
pek sasiadujacy z nim po prawej. To oznacza, ze kazdy z tych stupkéw musiat
mie¢ wowczas wysokosé przekraczajaca k. Aby zakonczyé dowdd, wystarczy te-
raz zauwazy¢, ze w wyniku wykonywania opisanych w zadaniu operacji nie da
sie obnizy¢ zadnego stupka o wysokosci co najmniej k£ do wysokosci mniejszej
niz k.

3. Znalez¢ wszystkie funkcje f : R — R spelniajace dla kazdych liczb rze-
czywistych x,y réwnanie

fley = 1)+ f(z)f(y) = 22y — 1

Rozwigzanie:
Niech P(x,y) bedzie podstawieniem do wyj$ciowego réwnania. f(xy — 1)+
f@)f(y) =2zy -1

o Jesli f(0) # 0, P(z,0) = f(z) = —f(;(lo);rl stala, ktéra nie spetnia

o

warunkéw zadania. Zatem f(0) =

e P(0,0) = f(-1)=—1

e Niech z # 0 : P(x, %) = f(%) = f(lz)

e Pz+1,1) = (fz+1)+1)f(2) = 22 wiec f(z+1) = Z2f(2) — 1
e P(2,1) = f(1)(f(2)+1) =3 wiec (dla f(1) #0) P(z+1,1) =
flo+1) =20

e Zatem zachodzi réwnosé “t2 f(z) — 1 = %}{m

e P(1,1) = f(1)2= f(0) + f(1)®> =1, wiec f(1) =11ub f(1) = —1.
o Jedli f(1) = —1, to f(z) = —a® Vo # 0, prawdziwe takze dla x = 0 oraz

S1: f(x) = —2% Va ‘, ktore spelniajag warunki zadania.

o Jesli f(1) = 1, to f(x) = = Vo ¢ {0,—1} Wiemy, ze f(0) = 0 oraz
f(=1) = —1 oraz ‘ S2 : f(z) = = Vx| co spelnia warunki zadania.

4. Wewnatrz czworokata wypuklego ABCD lezy punkt P, taki ze

YPBC =<DBA i <4PDC = YBDA.

11



Pokazaé, ze na czworokacie ABC'D da si¢ opisaé okrag wtedy i tylko wtedy
gdy AP = CP (przyjmujemy, ze przekatna BD nie dzieli na p6t ani {ABC
ani YBDA).

Rozwiazanie:

Najpierw pokazemy, ze jesli na ABC'D da sie opisa¢ okrag to punkt P lezy
na symetralnej AC'. Niech proste BP, DP przecinaja okrag opisany na ABC'D
ponownie w punktach B’, D’. Wtedy:

YACD = $ABD = $PBC = 4B'BC = ¥B'CD = $ACD = 4B'CD

Z ostatniej réwnosci katéw wynika, ze DB’ jest réwnolegle do AC. Analogicznie
D’ B jest réwnolegte do AC wiec BD' B’ D jest trapezem i punkt przeciecia jego
przekatnych P lezy na wspélnej symetralnej D’B i B'D czyli na symetralnej
AC wiec AP = CP. Teraz zalézmy ze zachodzi AP = CP czyli P lezy na
symetralnej AC. Niech D’ bedzie punktem na prostej BD, réznym od B, tak
ze ABCD' jest wpisany w okrag. Niech punkt @ spelnia te same warunki co
punkt P tylko dla czworokata ABCD’. Wtedy jak wczesniej udowodnilismy
punkt @ musi leze¢ na symetralnej AC. Ale zauwazmy, ze punkt () musi leze¢
na prostej BP. Ale przeciecie symetralnej AC i prostej BP to punkt P wiec
Q =P = D' =D wiec ABCD jest wpisany w okrag.

5. Dany jest prostokat ABC'D. Niech M oraz N to srodki bokéw C'D oraz
CB. Niech punkt K bedzie przecigciem prostych M B oraz DN. Udowodnié,
7e INKB = YMAN.

Rozwiazanie:

Niech L to przeciecie AM oraz KD. Niech ${MAN = a oraz <N ABb.
Woéwezas SDAM = 90 — a — b, wiec SAMD = a +b. AM = BM, wicc
SAMB = 180—2a—2b. Ponadto $LDM = <BAN = b, wiegc SKLM = a+2b.
Zatem sumujac katy w trojkacie K LM otrzymujemy teze.

6. Niech n,p > 1 beda liczbami catkowitymi, a p liczba pierwsza. Zachodzi:
n|p—1ip|n®—1. Pokazaé, ze 4p — 3 jest kwadratem liczby naturalnej.

Rozwigzanie:

Skoro n | p— 1 to p = kn + 1 dla pewnego k calkowitego dodatniego. p |
n®—1=p| (n—1)(n®+n+1).Skoron | p—1ton < pczyli NWD(n—1,p) = 1,
wiec p | n?+n+1< kn+1|n?+n+ 1. Mamy:
kn+1|k(n?>+n+1)—nkn+1)—(kn+1)=k-n—1
Dla k =1 otrzymujemy p=n+1in+1|n(n+ 1)+ 1 sprzecznosé.

Dla k > 1 latwo pokazaé, ze kn +1 > |k —n — 1].
Skoro tak tok—n—1=0=k=n+1=4p—3=(2n+1)?
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7. Pokazaé, ze prostokata o wymiarach 4 x 11 nie da si¢ pokry¢ kostkami o
ponizszym ksztalcie:

Rozwigzanie:

Ustalmy, Ze nasz prostokat ma 4 wiersze i 11 kolumn (ponumerowanych po
kolei od 1 do 11). Kazda nieparzysta kolumne malujemy cala na czarno. W
ten sposéb otrzymujemy 24 pola czarne. Kazdy klocek pokrywa 1 lub 3 pola
czarne. Niech A i B to liczba klockéw pokrywajacych odpowiednio 1 i 3 pola
czarne. Mamy:

A+ B =11 (pole prostokta)

A+ 3B = 24 (czarne pola)

Ten uklad réwnan nie ma rozwiazania catkowitego wigc zachodzi teza zadania.

8. Niech P(z) bedzie wielomianem stopnia n, o catkowitych wspélczyn-
nikach i niech k bedzie liczba calkowita wieksza od 2. Niech Q bedzie dane
wzorem:

Q=P(P(...(P()...)

k

Udowodnié, ze istnieje co najwyzej n liczb caltkowitych ¢ takich, ze Q(¢) = t¢.
Rozwiazanie:
Przytoczymy tu znany lemat:
Lemat: Jesli P jest wielomianem o wspo6lczynnikach catkowitych to dla dowol-
nych liczb catkowitych a,b mamy:

a — b|P(a) — P(b)

Niech teraz aq, as, ...ar beda takie, ze P(a;) = a;11 oraz P(ay) = a1. Wtedy z
lematu mamy

as — ailaz — as, az — aslas —as, ..., ap —ailas —a;

wiec wartosé |a; — a;41| jest stala co jest niemozliwe dla k > 2, w takim razie
mamy dwa przypadki:

P(x) =z (1) albo P(x) =y i P(y) =x (2)
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Wezmy zbidr tych ¢ dla ktérych Q(t) = ¢. Takie ¢ musi spelniaé¢ (1) lub (2).
Jesli wszystkie takie ¢ spelniaja (1) to sa one pierwiastkami P(x) — x czyli jest
ich maksymalnie n. W takim razie istnieje t1, ktére spelnia (2). Niech (a,b) =
(t1, P(t1)). Niech (¢, d) = (t2, P(t2)) dla innego to (tutaj juz niekoniecznie c i
d musza by¢ rézne). Wtedy z lematu dostajemy

a—clb—d, b—dla—c=l|a—c|=|b—d|

Analogicznie |a — d| = |b — ¢|. Z tych dwdch réwnosci dostajemy a +b = c+d
Czyli a + b ma stalg wartosé. Niech to bedzie u. Wtedy kazde nasze t jest
pierwiastkiem réwnania P(z) 4+ x = u, a takich pierwiastkéw znowu moze by¢
CO najwyzej n.

9.Na prostej lezy 50 odcinkéw. Pokazaé, ze istnieje 8 odcinkéw, ktére maja
jeden punkt wspdlny, lub 8 parami roztacznych odcinkéw.

Rozwiazanie:

Zalbézmy, ze nie istnieje 8 odcinkéw, ktore maja punkt wspolny. Wezmy lewe
konce odcinkéw i posortujmy je od tego najbardziej na lewo do tego najbardziej
na prawo. Tak posortowane odcinki ponumerujmy od 1 do 50. Zobaczmy na 8
odcinek. Jesli ma on punkt wspdélny z odcinkiem 1 to wszystkie odcinki 1,2,...,8
maja punkt wspélny (prawy koniec odcinka 1). Wiec odcinki 1 1 8 sa rozlacz-
ne. Analogicznie dla odcinka 15, potem 22,29,36,43,50. Lacznie dostajemy 9
odcinkéw roztacznych c.k.d.

10. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag, a okregi wpisane w tréjkaty
ABC' i BCD maja réwne promienie. Udowodnié, ze takze okregi wpisane w
tréjkaty CDA i DAB maja rOwne promienie.

Rozwiazanie:

Niech I, J beda srodkami okregdéw wpisanych odpowiednio w tréjkaty ABC
i BC'D. Z rownosci promieni okregéw wpisanych w tréjkaty ABC i BC'D wy-
nika, ze proste BC i IJ sa rownolegte. Ponadto

%(BIC’:QO—F%'<IBAC:90+%'<IBDC: <BJC

7 tego wnioskujemy, ze na czworokacie BCJI mozna opisa¢ okrag. Zatem
BCJI jest trapezem réwnoramiennym. Stad uzyskujemy réwnosci LABC =
29IBC = 29JCB = ¥DCB. W efekcie otrzymujemy, ze czworokat ABCD
jest trapezem réwnoramiennym o podstawach BC' i AD. Stad wynika, ze tréj-
katy CDA i DAB sa przystajace, a wiec okregi wpisane w te trojkaty maja
réwne promienie.
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11. Dany jest ciag liczb rzeczywistych dodatnich spelniajacy nastepujace
warunki a; = 2 oraz a,41 = afl —a, + 1. Wykazaé, ze zachodzi

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze

Zatem

an  Gp—1 apy1—1

Zatem

S = >1

— Z
an+171

Co wynika z faktu, ze a,, jest rosnacy i konczy dowod.

12. Niech a, b beda liczbami catkowitymi dodatnimi takimi, ze b + n jest
wielokrotnoécia a™ + n dla kazdego naturalnego n. Pokazaé, ze a = b.

Rozwiazanie:

a"+n|b"+n< a”+n| b —a" Ustalmy liczbe pierwsza p i wezmy n
takie, ze n = —a (mod p) (1) oraz n =1 (mod p) (2) Wtedy a"™ = a (mod p)
z (2) i maltego twierdzenia Fermata. Laczac to z (1) dostajemy p | a™ + n skad
wynika, ze p | b — a™ ale b = b (mod p) z (2) 1 malego twierdzenia Fermata
wiec p | b — a. Ostatnia podzielno$é zachodzi dla dowolnego p wiec b —a =0
c.k.d.
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Zawody indywidualne grupy starszej

1. Dany jest trojkat ABC w ktérym < BAC = 45°. Niech A’ bedzie drugim
konicem Srednicy AA’ okregu opisanego na tréjkacie ABC. Punkty F i F lezg
na bokach AB i AC odpowiednio tak, ze A’B = BE oraz A'C = CF. Niech
K bedzie drugim punktem przeciecia okregéw opisanych na tréjkatach AEF i
ABC. Pokazaé, ze EF poltowi odcinek A'K.

Rozwigzanie:

Niech K’ bedzie obrazem punktu A’ w symetrii wzgledem prostej EF. Po-
niewaz SBA'E = JOA'F = 45°, to 4EK'F = SEA'F = 45°, wiec czworokat
AK'EF jest wpisany w okrag. Wobec tego $K'EB = 4 K'FC. Ponadto

EB  EB FC  FC’
wiec tréjkaty K'EB i K'FC sa podobne. Zatem < BK'C = 45°, czyli czworokat
AK'BC jest wpisany w okrag, skad K' = K.

K'E_AE_ 5 AF _KF

2. Wielomiany P i @ o wspolczynnikach rzeczywistych spelniaja réwnosé
P(z)? =1+ Q(x)’

dla dowolnej liczby rzeczywistej x. Pokazaé, ze P i @) sa stale.

Rozwiazanie:

Z danej réwnosci wynika, ze (P(z) — 1)(P(z) + 1) = Q(z)3, a poniewaz
P(x) — 11 P(z) + 1 nie maja wspdlnych pierwiastkéw, to P(x) — 1 = A(z)? i
P(z) +1 = B(x)? dla pewnych wielomianéw A i B. Wtedy tez

(B(z) = A(2))(B(2)* + A(z) B(z) + A(2)?) = B(2)’ - A(x)® = 2,
czyli wielomiany B(z)— A(z) oraz B(x)?+ A(z) B(z)+ A(x)? sa stale. Poniewaz
B(x)* + A(2)B(x) + A(x)* = (B(x) — A(x))* + 3A(2) B(x),
to A(z)B(x) jest réwniez staly, skad A(z) i B(z) sa tez stale.
3. Kazdy wierzchotek n-kata wypuklego F (n > 4) malujemy na bialo lub

czarno. Przekatna F nazwiemy teczowq jesli jej konce sa réznego koloru. Kolo-
rowanie wszystkich wierzchotkow F nazwiemy dobrym jesli F mozna podzielié



na tréjkaty teczowymi przekatnymi, ktére nie maja punktéw wspélnych (oprécz
wierzchotkéw F). Wyznaczy¢ liczbe dobrych kolorowan.

Rozwigzanie:

Od razu zauwazamy, ze pokolorowanie wszystkich wierzchotkéw jednym ko-
lorem nie jest dobre; takie pokolorowanie nie jest rozwazane ponizej.

Moéwimy, ze bok wielokata jest kolorowy, jesli jego konice sa kolorowe w réz-
nych kolorach, a niekolorowy— w przeciwnym razie. Kolorowanie wierzchotkéw
nazywamy uporzadkowanym jesli istnieje blok sasiednich czarnych wierzchol-
kéw wielokata a reszta z wierzchotkow jest biala.

Lemat. Pokolorowanie wierzcholkéw wypukiego n-kgta (dla n > 3) jest dobre,
wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest uporzqdkowane.

Dowdd. Istotnie, zalézmy, ze pokolorowanie wierzchotkéw wypuklego n-kata
jest dobre, i rozwazmy odpowiedni podziat wielokata na tréjkaty teczowymi
przekatnymi. Jak wiadomo, w takiej partycji sa doktadnie n—2 tréjkaty. W kaz-
dym z tych tréjkatéw mozna wybraé odcinek taczacy wierzchotki tego samego
koloru; taka prosta nie moze by¢ przekatna n-kata, dlatego jest to niekolorowy
bok n-kata. Tak wiec dla kazdego z n — 2 tréjkatéw istnieje niekolorowy bok
n-kata (dla réznych tréjkatéw boki te sa oczywiscie rézne), dlatego w naszym
n-kacie jest co najmniej n — 2 niekolorowych bokdéw, zatem latwo zauwazy¢, ze
kolorowanie to jest uporzadkowane.

Zalézmy teraz ze kolorowanie wierzchotkéw wypuklego n-kata jest upo-
rzadkowane, oznaczmy kolejno wierzchotki biate Ay, As, ..., Ay, i wierzchol-
ki czarne By,, By, ..., B;. Narysujmy wszystkie przekatne od A; do czarnych
wierzchotkéw i wszystkie przekatne od By do bialych wierzchotkéw. Oczywiscie
wymagany podzial uzyskuje sie za pomoca wielokolorowych przekatnych. [

W Swietle lematu pozostaje tylko obliczyé liczbe uporzadkowanych koloro-
wan n-kata. Dla kazdej mozliwej liczby k czarnych wierzchotkéw (k przyjmuje
wartosci od 1 do n—1) sposréd wszystkich n wierzchotkéw, mozna n sposobéw
wybraé uktad blokéw k kolejnych czarnych wierzchotkéw, tj. liczba wyboréw
wynosi n(n — 1).

4. Liczba calkowita dodatnia N moze by¢ wyrazona jako
N=a;—ay=0b1 —by=c1 —co=dy — dy,
gdzie a1 i as sa kwadratami, by i by sg szeScianami, ¢ i ¢ sa piatymi potegami
oraz dy i dg sa sibdmymi potegami liczb catkowitych. Czy wérdd liczb aq, by,
c1, di, asg, ba, ca 1 do muszg byé¢ dwie réwne liczby?

Rozwiazanie:
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Niech
N = (32 _ 22)105(33 _ 23)70(35 _ 25)126(37 _ 27)120
i wprowadzmy liczby Ms, M3, M5, M7 takie, ze
N = M3(3% — 2%) = M3(3% — 2%) = M2 (3% — 2°) = M (37 — 27).
Wtedy
N = (3My)*—(2M>)? = (3M3)*>—(2M3)? = (3M5)°—(2Ms)° = (3M7)"—(2M7)".

Osiem liczb zaangazowanych w powyzszy zapis sa rézne, gdyz kazde dwie z
nich maja zawieraja rézne potegi 2 i 3.

5. Wyznaczy¢ najmniejsza liczbe catkowita dodatnia k taka, ze wéréd do-
wolnych k réznych i parami wzglednie pierwszych liczb catkowitych dodatnich
mniejszych od 2019 istnieje liczba pierwsza.

Rozwigzanie:
Niech P oznacza zbiér liczb pierwszych. Poniewaz

#{p*:peP, p*> <2019} U {1} =15,

widzimy, ze k > 15. Przypu$émy, ze zbiér S ma 16 réznych parami wzglednie
pierwszych liczb mniejszych niz 2019. Zalézmy, ze wszystkie liczby sa zlozone,
précz 1 (jesli 1 € S). Dla n > 0, niech f(n) bedzie najmniejszym dzielnikiem
pierwszym liczby n oraz f(1) = 1.

Jesli n jest zlozona oraz n < 2019, to f(n) < 43. Zatem dla n € S zachodzi
f(n) < 43. Poniewaz

#{peP:p<43}U{l} =15,

to z Zasady Szufladkowej Dirichleta istnieje (z,y) € S x S takie, ze f(z) = f(y)
oraz x # y. Oczywiscie jest to sprzeczne z zalozeniem, ze 16 wybranych liczb
sg parami rozne. O

6. Prosty kij o dtugosci 2M centymetréw pocieto na N mniejszych patycz-
kéw, ktérych dlugosé jest wyrazona liczbg catkowita w centymetrach. Jakie jest
najmniejsze N, dla ktérego mozna zagwarantowad, ze przy uzyciu wszystkich
powstalych patyczkéw mozliwe jest, bez ich tamania, ztozenie konturu jakiegos
prostokata?

Rozwiazanie:
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Niech N < M +1. Polammy patyk N —1 czesci dtugosci 1 dtugi i jedna czeéé
dtugosci 2M +1— N. Z tego zestawu patykéw nie mozna ztozyé prostokat, gdyz
kij dlugosci 2M + 1 — N jest nie mniejszy od potowy obwodu potencjalnego
prostokata. Wobec tego N > M + 2. Pokazemy, ze M + 2 jest najmniejsza
zadana wartoscia N.

Rozwazmy okrag w o dtugosci 2M. Utozsammy go z ”wygietym kijem, kto-
rego konce zostaly sklejone”. Wpiszmy w ten okrag 2M-kat foremny. Dostajemy
M gtéwnych przekatnych tego wielokata czyli M par punktéw, ktére sg kon-
cami $rednicy w. Poniewaz lamanie odpowiada wyborowi wierzchotka 2M-kata
foremnego, to tamigc kij w M + 2 punktach wybierzemy zawsze dwie gléwne
przekatne czyli srednice w. Te dwie przekatne dziela w na 4 réwne czesci, wiec
rozbiliSmy wszystkie patyki na cztery grupy A, B, C'i D patykéw o dtugosci
caltkowitej i takie, ze suma dlugoéci w A i C' sg réwne oraz sumy dlugosci w B
i D sa réwne. Jest jasne, ze z tych grup zlozymy prostokat. O

7. Wielomian
P(z) =a" + arr" a4t an1x+an

o wspélczynnikach rzeczywistych ma n pierwiastkéw w przedziale (0, 1). Poka-
zaé, ze dla k = 1,2, ..., n zachodzi nier6wnosé

(=D)*(ag + apgr + ... +a,) > 0.

Rozwiazanie:

Dla n = 1 mamy wielomian x + a1, ktéry posiada pierwiastek w przedziale
(0,1), czyli a1 < 0, wiec (—1)*a; > 0. Przeprowadzimy dowéd indukcyjny,
zalézmy ze teza zachodzi dla wielomianéw stopnia n — 1. Chcemy stwierdzic,
ze teza zachodzi dla dowolnego wielomianu stopnia n, ustalmy go

Plx)=a" +a1z" "t +axx" 2 +... fap_ 1z +a,

i niech
Plx)=(x—t1)(x —t2) ... (x —tp),

gdzie t; € (0,1) dlai=1,2,...,n.
Rozpatrzmy wielomian

Q@)= (x—t2) .- (@ —ty) ="+ 012" %+ box™ P+ .. by 2T+ by
stopnia n — 1. Z zalozenia indykcyjnego wiemy, ze

(=1)*(bp +brgr1+ ... +by_1) >0 dlak=1,2,...,n—1.
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Poniewaz P(z) = Q(x)(x — t1), to wspdlczynniki a; mozemy obliczy¢ za
pomocg wspoélczynnikow b; wielomianu Q). Zatem

(—1)"an = (—=1)"(=t1b,_1) = (=1)" " tb,_1t; > 0.
Dla 1 < k£ < n mamy

(=D)*(ag + apt1 + ...+ an) = (=1)%((0k +bgg1 + .o +by1) — ta(bg—1 + bg + ... + by
(=15 (b + b1 + -+ by 1) + (1) by + b + -+

Dla k = 1 mamy
(a1 +as+...+an)=—b1+bo+...+bp1)+t1(1+by+ba+...+byp_1).

Pierwszy ze skladnikéw jest dodatni na mocy zalozenia indukcyjnego, drugi za$
jest réwny Q(1).

Wielomian ma tylko pierwiastki w przedziale (0, 1), wiec nie zmienia znaku.
A poniewaz xllgloo Q(z) = 400, to Q(1) > 0. O

8. Dany jest szesciokat ABC DEF (niekoniecznie wypukly) w ktérym AB =
DE, BC = EF, CD = FA a ponadto

SFAB =39CDE, $BCD = 34EFA oraz <DEF = 34ABC

(katy odpowiadaja katom wewnetrznym szesciokata, w szczegélnosei niektére
z nich moga by¢ wigksze niz 180°). Zalézmy, ze zadne dwa boki szedciokata
nie sg réwnolegle. Pokazaé, ze proste AD, BE i CF przecinaja sie w jednym
punkcie.

Rozwiazanie:

Z danych réwnoéci katow wynika, ze suma katéw szesciokata to 4(SABC +
JCODE + 4EFA), jednakze z drugiej strony suma ta wynosi 4 - 180°, wiec
SABC + 4CDE + 4EF A = 180°. Poniewaz katy szeéciokata sa mniejsze niz
360°, wiec kazdy z katéw ABC, CDE, EF A jest mniejszy niz 120°. Bez utraty
ogblnosci, zatozymy, ze SEFA < 60°.

Konstruujemy tréjkat A’C'E’, w ktérym katy A’, C', E’ sg réwne odpo-
wiednio kagtom CDE, EF A, ABC. Niech punkty D’, F’, B’ beda odpowiednio
symetryczne do punktéw A’, C' 1 E' wzgledem prostych odpowiednio C'FE’,
A'E’ oraz A’C’. Odpowiednie katy szesciokatéw ABCDEF i A'B'C'D'E'F’
sg réwne, a ponadto w szesciokacie A’B'C’'D'E'F’ przeciwlegle boki sg réwne
i przekatne AD', B'E’ oraz C'F’ przecinajg si¢ w jednym punkcie, poniewaz
sa to wysokosci w trojkacie A'C'E’.

Przeksztalémy teraz jednokladnie szeéciokat A’B'C'D’'E'F’ w szeciokat
A1B1CyD1E1 Fy i przesunmy, tak aby A; = A oraz By = B i niech C' # C.
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Niech orientacje obydwu sze$ciokatéw beda zgodne z ruchem wskazéwek zegara.
Z konstrukcji wynika, ze punkty B = By, C, C1 oraz A = Ay, F, F} leza na
jednej prostej. Ponadto E1Fy || EF, ED || E1Dy1, CD || C1D;. Niech X i Y
leza na C1 D1 i E1Fy, odpowiednio tak, ze czworokaty Y FEF, oraz E1EDD,
sa réwnoleglobokami. Wtedy tatwo zauwazy¢, ze trojkaty z konstrukeji wynika
ze tréjkaty 1 EY i C1XC sg przestajace — sprzecznosé, gdyz wtedy S EFA =
IYF F = 4CC1 X = 4BCD = 34EFA.

Zatem szesciokaty A1 B1C1D1E1Fy i ABCDEF sie pokrywaja, stad teza
na podstawie pierwszego akapitu. O

9. Liczby rzeczywiste a, b, ¢ i d ktorych wartos¢ bezwzgledna jest wigksza
niz 1 spelniajg réwnosé

abc + abd + acd +bed+a+b+c+d=0.

Pokazaé, ze

1 1 1 1
a71+b71+071+d71 >0
Rozwiazanie:
Niech
a+1 b+1 c+1 d+1
Ta—1 YTy T a1

Poniewaz moduly liczb a, b, ¢ i d sa wigksze od 1, to liczby x, y, z i t sa dodatnie
i rézne od 1. Latwo réwniez zauwazy¢ ze nie wszystkie z nich sa réwne.
Ponadto z warunkéow zadania wynika, ze

(a+ DO+ D(c+Dd+1)=(a—1)(b—1)(c—1)(d—1),

. . o1 z—1
wiec zyzt = 1. Poniewaz = , to
a—1 2

1 1 1 1 r+y+z+t—4
a—1+b—1+c—1+d—1_ 4 '

Wobec tego wystarczy pokazaé, ze x +y+ z+1t > 4, jednakze na mocy AM-GM
mamy

TH+y+z+t>4Vayzt =4.

10. Niech n > 3 bedzie liczba catkowita. Pokazaé Ze istnieje zbior S sktada-
jacy sie z 2n dodatnich liczb catkowitych taki, ze: Dla kazdego m = 2,3,....,n
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zbiér § moze by¢ podzielony na dwa podzbiory o réwnej sumie elementéw, z
ktorych jeden ma m elementéw.

Rozwiazanie:
Pokazemy, ze zbiorem spelniajacym warunki zadania jest zbiér

S_{1.3k,2.3k;k_1,2,...,n1}U{1,3 ;91}.

Suma elementéw zbioru S jest réwna 2 - 3", wigc aby pokazaé zadanie wy-
starczy dla kazdego m = 2,3, ...,n znalezé m-elementowy podzbidér zbioru S,
ktérego suma jest réwna 3. Takim podzbiorem jest

Ap = {2-3k:k:n—m—l—l,n—m+2,...,n—1}U{1~3""”+1}.

11. W tréjkacie ABC punkty N, K i L leza na bokach AB, BC'i CA,
odpowiednio tak, ze AL = BK oraz CN jest dwusieczna kata ACB. Proste
AK i BL przecinaja si¢ w punkcie P. Punkty I i J sg $rodkami okregéw
wpisanych w tréjkaty ALP i BPK, odpowiednio. Prosta CN przecina IJ w
punkcie Q). Pokazaé, ze IP = QJ.

Rozwigzanie:

Jesli CA = CB, to rozwigzanie jest jasne. Jes§li CA # CB, to zalézmy
bez szkody, ze CN przecina PK. Oznaczmy przez wy i wy okregi opisane na

tréjkatach APL i BPK, ktére przecinaja sie po raz drugi w punkcie T # P.
Wtedy

SLAT = 4TPB = YTKB and JALT = APT = 4TBK, (1)

wiec trojkaty ALT i1 KBT sa przystajace, wiec AT = TK. Z 7?7 mamy, ze
ACKT jest wpisany w okrag stad T lezy na dwusiecznej kata C'N.

Niech IJ przecina wi i we ponownie w I; i Jy, odpowiednio. Poniewaz
trojkaty AI1 L i KJ; B sa podobnei AL = BK, to sa przystajace. Z twierdzenia
o tréjlisciu mamy, ze

IIl = IlL = IlA = KJl = JlB == JJl,
wiec I1] = JJi. Ponadto I'T = J,T, poniewaz AI; LT jest przystajacy do
KJ,BT. Zatem, T lezy na symetralnej odcinka IJ,. Pozostaje pokazaé, ze T
lezy na symetralnej PQ. Niech R = AK N CT. Wtedy

IPRT = SART = YRAC + SACR =
= JRAC + YAKT = SRAC + SKAT = SLAT = <BPT.
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Poniewaz P@Q polowi kat RPB mamy, ze
YPQT = ¥PRT + SRPQ = $BPT + $RPQ = ¥BPT + $QPB = 4QPT,

wiec T' lezy na symetralnej odcinka PQ.

12. Poczatkowo na tablicy zapisywana jest liczba naturalna. Nastepnie co
sekunde iloczyn wszystkich niezerowych cyfr jest dodawany do biezacej liczby.
Wykazaé, ze istnieje dodatnia liczba catkowita ktora jest dodana nieskoniczenie
wiele razy.

Rozwiazanie:
Zauwazmy, ze 9100 < 109, gdyz

1\ 100
1+ = >14+— > 10.
(1+4g) =147

Przez indukcje tatwo pokazaé, ze dla dowolnego m > 100 zachodzi nieréwnosé
9™ < 10m~L. Oznaczamy przez P(d) iloczyn wszystkich niezerowych cyfr liczby
d.

Zastanéwmy sie, kiedy po raz pierwszy pojawila si¢ liczba B, nie mniejsza
niz 11...1, gdzie n > 200. Niech ta liczba powstala z liczby A. Poniewaz

n+1
P(A)<9" <101 to A > B —10""! > 10". Znajdziemy takie k, ze

11...100...0< A< 11...1099...9.
S—— S—— Y~
k n—k+1 k n—Fk

Iloczyn niezerowych liczb A nie przekracza 9" %, z drugiej strony

A+p(A) >

)

11...1
—
n+1

wiec
PA)>11...1-11...1099...9>11...1 > 10" *"1,
—_ = Y= =
n+1 k n—k n—k

wiec n — k < 99, czyli P(A4) < 9%.

Wobec tego mamy nieskonczenie wiele momentéw w ktérych dodawana jest
liczba nie wieksza od 979, wiec pewna liczba dodawana jest nieskonczenie wiele
razy.
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Mecz matematyczny grupy Sredniej

1. Funkcja ze zbioru liczb rzeczywistych, przyjmujaca wartosci rzeczywiste
spelnia;:

z+ f(x) = f(f(z))

dla kazdego x rzeczywistego. Znalez¢ wszystkie rozwiazania réwnania f(f(x)) =
0

Rozwiazanie:
Zauwazmy, ze jesli f(a) = f(b) to

a+ f(a) = f(f(a)) = f(f(b) =b+ f(b) > a=D

czyli f jest réznowartosciowa. Podstawiajac za x — 0 dostajemy:

f(0) = f(£(0)) = f(0) =0

Implikacja wynika z réznowartosciowosci. Wiec x = 0 jest rozwiazaniem réwna-
nia z zadania i ze wzgledu na réznowartosciowosé f jest to jedyne rozwiazanie.

2. Udowodnij, ze:

a b c
+ + > 1
Va2 +8bc Vb2 +8ca V2 + 8ab

Rozwiazanie:
Pokazemy, ze:

a CL4/3

VaZ 18~ a5 4 AP

Mamy:

4 4
3 3

(a%—|—b%—|—c%)2 = (a )2+(b%+c%)(a%—|—a%+b%+c ) > (a%)2+2b%c%4a%b%c% =
a’ +8a3be = ag(a2 + 8bc)
Analogicznie z b i c. Sumujac otrzymujemy:

a b c
+ + >
VaZz+8bc Vb2 +8ca V2 + 8ab




at/3 pa/3 A3
> at/3 4+ pA/3 L A3 T at/3 + pA/3 4 A/3 + ad/3 £ A3 A3

3. Liczba naturalna n; zapisana jest w systemie dziesietnym za pomoca 333
cyfr, z ktérych zadna nie jest zerem. Dla ¢ — 1,2, --- ;332 liczba n; 1 powstaje
z liczby mn; poprzez przeniesienie cyfry jednosci na poczatek. Dowiesé¢, ze albo
wszystkie liczby ni,ns, - -+, n333 sa podzielne przez 333 albo zadna z nich.

Rozwiazanie:
Niech j;(i = 1,2,3,...,333) oznacza cyfre jednosci liczby n;. Wowczas dla
i=1,2,...,332 mamy (1):

n; + 103335, — 4;
n; _

T 10
skad 10n;41 = n; + (10333 — 1)j;. Liczba

10333 — 1 = (10® — 1)(10*%° + 10°*" + 103 + ... + 10° + 1)

jest podzielna przez 333 oraz liczby 10 i 333 sa wzglednie pierwsze. Z drugiej
réwnosci (1) wynika zatem, ze liczba n; jest podzielna przez 333 wtedy i tylko
wtedy, gdy liczba n;y1 jest podzielna przez 333.

4. Dowie$¢, ze istnieje nieskoniczenie wiele czworek réznych liczb natural-
nych (a,b,c,d) o tej wlasnodci, ze kazdy z iloczynéw ab, be, ac, bd, cd jest o 1
wiekszy od kwadratu pewnej liczby naturalnej.

Rozwigzanie:

Rozpatrzmy dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej k nastepujaca czwérke
liczb: a = k? + (k+1)%, b= (k+ 1)+ (k+2)%, c=2,d = (k+2)* + (k+ 3)2
Wykazemy, ze taka czwoérka spelnia warunki zadania. Z dowolnosci k bedzie
wynikaé¢ teza. Korzystajac z Tozsamosci Diofantosa:

ab= (k> + (k+ D) ((k+ 1%+ (k+2)?)

E+1)2? —k(k+2)+kk+1)+(E+1D)(k+2)32
(2(k+1)%)?

(k+1)2+ (k+2%) =(2k+3)2+1

(K + (k+1)?) = (2k+1)°

(k4 1)% 4+ (k+2)?)((k+2)* + (k + 3)?)

(k+2?—(k+1)(k+3)*+ ((k+1)(k+2) + (k+2)(k +3))?

+ (2(k +2)%)?

(k+2)24(k+3)?) =2k+5)2+1

(
=(
=1+
2
2
(
(
1
2
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5. Pokazaé, ze dla kazdego catkowitego n > 1 ciag
2,2272227... (mod n)

jest od pewnego miejsca staly.

Rozwigzanie:

Zdefiniujmy ciag {ar} taki, ze a; = 2 oraz agy; = 2% . Oczywiscie ciag
ten jest tym samym ciagiem co w tezie zadania. Dodatkowo niech ciag {by}
bedzie taki, ze b; to najwiekszy dzielnik nieparzysty n oraz b;; to najwiekszy
dzielnik nieparzysty ¢(b;) gdzie ¢ to funkcja Eulera. Oczywistym jest, ze ciag
br, od pewnego miejsca jest stale réwny 1. Wezmy teraz nasz wyjsciowy ciag.
Jedli ma by¢ on od pewnego miejsca staly to musimy mieé

mt1 = am (mod n) (%)
n mozemy zapisaé¢ jako 2F1b,. Wtedy by mieé (*) wystarczy nam:
Umi1 = A (mod 2K i a1 = ap, (mod by)

Dla odpowiednio duzego m mamy a,,+1 = @, = 0 (mod 2%1), wiec wystarczy
by @m+i1 = am (mod by). Skoro 2 i by sa wzglednie pierwsze to:

Umg1 = 20m = Qam mod (1) (mod b1)

Czyli to czego teraz chcemy to by a,, = am—1 (mod ¢(b1)). Analogiczne rozu-
mowanie jak wczeéniej pokazuje, ze jesli p(by) = 2¥2by to chcemy mieé:

Uil = A (mod 2%2) i a1 = ay, (mod by)

Zauwazmy, ze to jest praktycznie to samo wcze$niej. Kontynuujac nasze ro-
zumowanie idziemy ”"w dél” po ciagu b, az dojdziemy do jedynki dla ktérej
bedziemy mieli przystawanie. Czyli nasz wyjéciowy cigg od pewnego miejsca
rzeczywiscie bedzie staly.

6. Dwiescie studentéw rowiazywalo 6 zadan. Kazde zadanie rozwiazalo
przez conajmniej 120 uczestnikow. Pokazaé, ze istnieje dwoch studentow, kto-
rzy w sumie rozwiazali wszystkie zadania.

Rozwigzanie:

Dla kazdej pary studentéw rozwazmy zbiér probleméw, ktorych nie rozwia-
zal zaden z nich. Chcemy pokazaé, ze co najmniej jeden taki zbiér jest pusty. Z
jednej strony mamy (2(2)0) = 19900 zbioréw. Z drugiej strony, dla kazdego pro-
blemu istnieje co najwyzej 80 studentow, ktérzy go nie zrobili, wiec taki problem
moze naleze¢ do co najwyzej (820) = 3160 zbioréw. Jest 6 probleméw wiec to
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daje w sumie 6 - 3160 = 18960 zbioréw czyli co najmniej 19900 — 18960 = 940
zbioréw jest pustych.

7. Niech n bedzie liczba calkowita dodatnia. Ciag n liczb catkowitych do-
datnich (niekoniecznie réznych) nazwiemy ciagiem Masarni jesli zachodzi wa-
runek: dla kazdego k > 2, jesli w ciagu wystepuje k, to wystepuje tez k—1, oraz
pierwsze k — 1 jest wcze$niej w ciagu niz ostanie k. Pokazaé, ze liczba ciagbéw
Masarni jest réwna n!

Rozwigzanie:

Pokazemy, ze istnieje bijekcja miedzy permutacjami zbioru {1,2,..,n} oraz
ciaggami Masarni co oczywisdcie da teze. Ot6z wezmy dowolny ciag Masarni i
skonstruujmy pewng permutacje s wedlug zadanego przepisu:

1.Ponumerujmy jedynki w kolejnosci od prawej do lewej (jedynka najbardziej
na prawo dostaje liczbe 1, nastepna jedynka dostaje 2 itd. ostatnia jedynka do-
staje k) i w naszej permutacji s wstawiamy te numery, ktére dostaly jedynki,
na te miejsca ktére te jedynki zajmowaly, czyli jesli na a-tym miejscu w ciggu
Masarni jest b-ta jedynka liczac od prawej, to w naszej permutacji s na a-tym
miejscu kladziemy liczbe b.

2.Dla dwdjek robimy to samo, z tym ze zamiast numerowaé¢ dwdjki poczyna-
jac od numeru 1, numerujemy je zaczynajac od k-+1 gdzie k byto liczbg jedynek.

3.1 tak dalej...

Np. dla ciagu Masarni 2211124334 dostajemy permutacje 653214(10)879. Inny
przyktad: cigg Masarni 213244 przejdzie na 314265.

Zal6zmy, ze dla pewnych dwoch ciagéw Masarni A 1 B, powyzsza konstruk-
cja zwraca te sama permutacje. Niech m bedzie najmniejszym numerem, dla
ktorego ciagi A i B sie réznia. Do momentu dotarcia do numeru m, konstruk-
cja odpowiadajacych permutacji przebiega dokladnie tak samo dla obu ciagdw.
Skoro A i B daja te sama permutacje wiec pozycje liczb m w obu ciagach musza
by¢ takie same za wyjatkiem ostatniego m. Ale jesli ostatniemu w A przypi-
sujemy liczbe w. To w ciaggu B w tym samym miejscu musi by¢ albo m albo
pierwsze (skrajne prawe) m+ 1. Symetrycznie z ostatnim m w B. Ale wtedy w
ktoryms z ciagbéw ostatnie wystapienie m+1 poprzedza pierwsze wystapienie m
co jest sprzeczne z definicja ciagu Masarni. Wiec nasza konstrukcja jest iniek-
cja. Poza tym widzimy, ze dla dowolnej permutacji, mozemy nasza konstrukcje
przeprowadzi¢ ”od tyl” otrzymujac ciag Masarni wiec nasza konstrukcja jest
suriekcja co daje bijektywnosé i teze.

8. Dwa okregi O1, O2 przecinaja si¢ w punktach M, N. Niech [ bedzie
prosta styczna do O1 w A i do O2 w B oraz taka, ze M jest blizej | niz N.
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Niech prosta réwnolegta do I i przechodzaca przez M przecina okregi O1, 02
ponownie w punktach odpowiednio C, D. Proste CA i DB przecinaja sie w
E, proste AN i CD przecinaja sie w P, proste BN i C'D przecinaja sie w Q.
Pokazaé, ze EP=FEQ
Rozwiazanie:
Mamy
JEAB = 4ECD = SACD = {BAM

gdzie ostatnia réwno$é wynika z twierdzenia o kacie dopisanym. Analogicznie
YEBA = $ABM. Wiec tréjkaty EAB i ABM sy przystajace (kbk) czyli
EM jest prostopadia do AB, czyli tez do PQ. Prosta M N jest osia potegowa
wiec przecina odcinek AB w polowie, wiec z twierdzenia Talesa tnie tez w
polowie PQ wiec M to srodek P(Q. Skoro prosta EM jest prostopadia do PQ
i przechodzi przez $rodek, to musi by¢ symetralna, wiec EP = EQ.

9. W tréjkacie ABC punkt H jest ortocentrum, O srodkiem okregu opi-
sanego, za$ R promieniem tego okregu. Punkt D jest symetryczny do punktu
A wzgledem BC, punkt FE jest symetryczny do B wzgledem CA oraz punkt
F jest symetryczny do C' wzgledem AB. Wykazaé, ze punkty D, E, F' leza na
jednej prostej wtedy i tylko wtedy, gdy OH = 2R.

Rozwigzanie:

Niech G bedzie srodkiem cigzkosci trojkata ABC, za$ K, L, M obrazami
odpowiednio punktéow A, B,C' w jednokladnosci o srodku G i skali 4. Wéwcza
punkt D lezy na prostej LM, punkt E lezy na prostej MK, za$ punkt F
lezy na prostej K L. Warunek OH = 2R jest réwnowazny stwierdzeniu, ze
srodek X odcinka OH lezy na okregu opisanym na tréojkacie ABC. Punkty
O, G, H leza w tej wlasnie kolejnosci na jednej prostej oraz GH = 20G (prosta
Eulera). Skoro X jest srodkiem odcinka OH, to GH = 4G X, wiec punkt H
jest obrazem punktu X w rozwazanej jednokladnosci. Teza zadania jest zatem
rownowazna stwierdzeniu, ze punkt H lezy na okregu opisanym na trdjkacie
KLM. Zauwazmy teraz, ze punkty D, E, F sa rzutami prostokatnymi punktu
H na proste zawierajace boki trojkata K LM . Z twierdzenia o prostej Simsona
wnosimy wiec, ze warunek lezenia punktéw K, L, M, H na jednym okregu jest
rownowazny wspotliniowosci punktéw D, E, F', co konczy rozwiazanie zadania.

10. Dany jest trojkat ABC taki, ze YCAB > < ABC. Punkt I jest $rodkiem
okregu wpisanego w ten tréjkat. Niech D bedzie punktem na odcinku BC
takim, ze SCAD = JABC. Niech w bedzie okregiem stycznym do AC w
punkcie A przechodzacym przez I, zas X bedzie drugim punktem przeciecia w
i okregu opisanego na ABC. Udowodnij, ze dwusieczne katéw < DAB i {CXB
przecinaja si¢ na prostej BC.
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Rozwiazanie:

Niech M to $rodek tuku BC' okregu opisanego na ABC oraz Y punkt prze-
ciecia dwusiecznej ¥ BXC z prosta BC. Wéwczas A, I, M sa wspéliniowe oraz
X,Y, M takze. Niech STAC = a oraz SIAD = b. Wtedy SBAD = a — b oraz
JAXI = a. Ponadto aABC = SCAD = a + b oraz <BXY = 4YXC =
IMBC = YMCB = a. Zauwazmy, ze SCXA = JCBA = a + b, wicc
IIXC = b. Z lematu o tréjlisciu mamy réwnosé odcinkéw MB = MI = MC
Ponadto MY B oraz M BX sa podobne na mocy cechy kat-kat-kat. Zatem
MI? = MB? = MY - MX. Zatem M jest styczna do okregu opisanym na
XYI, wiec IMIY =a+b=<SIXY = SABY. Zatem czworokat AYTA jest
cykliczny. Zatem
a+b

2

Z tego wynika, ze BAY = %2 = 1. 4 BAD, co koiiczy dowdd.

JIBY = = IV Al
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Mecz matematyczny grupy starszej

1. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f: N — N takie, ze
flm —n)+4mn

jest kwadratem liczby calkowitej dla dowolnych liczb calkowitych dodatnich
m > n.

Rozwigzanie:
Niech z bedzie liczba calkowita dodatnia taka, ze f(z) > x2. Wtedy dla
wszelkich m, n takich, ze m —n = x mamy

f(m —n)+4mn > (m —n)? +4mn = (m + n)?

wiee f(m—n)+4mn > (m+n+1)% skad f(m—n) > (m—n)?>+2(m+n)+ 1.
Jedli wezmiemy m, n odpowiednio duze to prawa strona dazy do nieskoniczonosci
wiec dla dowolnego  mamy x? > f(x).

Niech teraz x bedzie liczba catkowita dodatnia, ze z2 > f(z), wtedy dla
dowolnych m,n takich, ze m —n = z mamy f(m —n) + 4mn < (m —n)? +
dmn = (m + n)? wiec (m +n — 1?2 > f(m —n) + 4mn and f(m —n) >
(m —n)? — 2(m + n) + 1. Biorac m,n odpowiednio duze f(m — n) maleje
w nieskoficzonoéé — sprzecznosé. Zatem f(r) = x? dla dowolnego z i tatwo
sprawdzi¢ ze funkcja ta spelnia warunki zadania.

2. Niech m bedzie liczba calkowita taka, ze |m| > 2. Rozwazmy ciag
ai,as, ... liczb catkowitych taki, ze a1, as nie sa zerami jednoczesnie oraz dla
dowolnej liczby catkowitej dodatniej n mamy a2 = an41 — ma,. Pokazaé, ze
jesli liczby calkowite r > s > 2 spelniaja réwnosci a, = a5 = a1, tor—s > |m|.

Rozwigzanie:

Zalézmy, ze NWD(a1,a2) = 1, w przeciwnym wypadku wszystkie wyrazy
beda podzielne przez NWD(aq,as) > 1 i mozemy rozpatrywaé ciag majacy te
same wlasnosci co powyzszy a ktérego wyrazy sa podzielny przez NWD(ay, as).

Na podstawie rekurencji dostajemy

az=az3=aqs=... (mod |m|).
Ponadto

an = ag — (a1 + (n — 3)az)m (mod m?) for n>3. (2)



Istotnie, jesli n = 3 to jest to prawda. Przypusémy, ze kongruencja zachodzi
dla n. Zauwazmy, ze
ma,_1 = may (mod m?),

wiec
Upt1 = AGp—mMap—1 = as—(a1+(n—3)az)m—mas = as—(a1+(n—2)as) (mod m2).

Ponadto jedli a; = aq, to powyzsza réwnosé jest réwniez prawda dla n = 2.
WezZmy teraz r > s > 2 takie, ze a, = as = ay. Jesli s =2, to a; = as i

as — (a1 + (r — 3)az)m = a, = a;, = ay — (a3 + (s — 3)ag)m  (mod m?).

Zatem
(r—s)az =0 (mod |m|). (3)

Jedli aq # as, to dostajemy te sama rekurencje jak w ?77.

Ostatecznie zauwazmy, ze NWD(as, m) = 1. Istotnie, jesli liczba pierwsza p
dzieli ag i m, top| a, dlan > 2 (z ?7?). Jednakze p t a1, wiec pfa; = a, = as
— sprzecznos¢. Wobec tego z ?? mamy |m| | (r — s), wigc |m| <7 —s.

3. Niech S bedzie niepustym podzbiorem liczb calkowitych dodatnich taki,
ze dla dowolnych (niekoniecznie réznych) liczb calkowitych a i b ze zbioru S,
liczba ab + 1 réwniez nalezy do S. Pokazaé, ze zbior liczb pierwszych ktoére nie
dziela zadnego elementu zbioru S jest skonczony.

Rozwiazanie:

Niech p bedzie liczba pierwsza ktora nie dzieli zadnego elelemntu zbioru S.
Pokazemy, ze p | min{S}? — min{S} + 1.

Niech R = {ry,r2,73,...,7%} bedzie zbiorem skladajacym sie z reszt ele-
mentéw S modulo p, (r;’s sa rézne modulo p). Zalézmy, ze k > 2. Poniewaz p
nie dzieli zadnego elementu S, to k < p — 1. Rozpatrzmy zbiér

R ={ri +Lryra+ 1o 4+ 1, ey + 13,

i zauwazmy, ze wszystkie jego wyrazy sa rézne modulo p. Réwniez z definicji
R, wynika, ze R" C R czyli R = R’. Dodajac teraz wszystkie elementy R
dostajemy s = r1 + 72 + ... + 7, natomiast dodajac wszystkie elementy z R’
mamy k + r18, wiec

s=k+rs (mod p).

Nie moze byé p | s jako, ze k < p — 1. Podobnie uzyskujemy, ze s =
k+r;s (mod p) dla dowolnego i = 1,2,3,...,k, wiec r;’s sa réwne modulo p —
sprzeczno$é! Wobec tego k = 1, jednakze wtedy

ri=ri+1 (modp) = pl|ri—r +1.
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Poniewaz min{S}? — min{S} + 1 # 0, liczb pierwszych p jest skoficzenie wiele.

4. Niech Q4 oznacza zbidr wszystkich dodatnich liczb wymiernych. Wyzna-
czy¢ wszystkie funkcje f: Qy — Q4 spelniajace réwnoscé

I (@2F()?) = f(2)*f(y) dla dowolnych z,y € Q..

Rozwigzanie:
Oznaczmy przez P(z,y) nasze réwnanie funkcje. Robiac podstawienie P (f(x), y)

dostajemy
FfF@)?f()?) = f(f(@)?f(y).

Zamieniajac miejscami x, y mamy:

dla pewnej stalej ¢ € Q<. Pokazemy teraz, ze

for o fo) = (o) =c- (

n razy

dla wszystkich catkowitych n > 1.
Istotnie, zachodzi to dla n = 1. Poprzez indukcje, dla n > 2 mamy

/2

/2

fr(@) = FUFF 2 @) = (ef (" (2))

= <c2 (f(x))l/Q’W) 1/2

co oczywiscie potwierdza nasza teze indukcyjna.
Jednakze wtedy:

(cf"!(x))

€ Qx>0
c c

<f<x>)1/2’” @)

dla kazdego n. Jedli p jest liczba pierwsza to dla dowolnego n:

2”1|vp<f(:)):»vp<f(c@)0:>f(x)1.

c

Zatem f jest stala i réwna c ktéra spehia réwnosé ¢ = ¢3, wiec ¢ = 1 zatem:

f(z) = 1|jest jedynym rozwiazaniem.
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5. Niech
P(z) =2+ ag 127 + ...+ ag

bedzie wielomianem o wspoétczynnikach rzeczywistych takim, ze dla pewnego
m > 2 wszystkie rzeczywiste pierwiastki wielomianu

P (z) := P(P(...P(x))...)

m razy

sa dodatnie. Pokazaé, ze wszystkie rzeczywiste pierwiastki wielomianu P(x) sa
dodatnie.

Rozwigzanie:

Jesli wielomian P(z) nie ma dodatnich pierwiastkéw rzeczywistych, to dla
z > 0 mamy P(z) > 0, wiec P*¥)(z) > 0, czyli P*)(x) nie ma dodatnich
rzeczywistych pierwiastkéw. Zatem P(x) ma dodatnie pierwiastki rzeczywiste.
Ponadto, jesli P(0) = 0, to P*®)(0) = 0 — sprzeczno$é! Rozpoczniemy od
nastepujacego lematu:

Lemat. Niech P(x) ma pierwiastki zardwno dodatnie jak i ujemne. Wtedy
dla dowolnej liczby calkowitej dodatniej k, wielomian P*) (x) ma pierwiastki
rzeczywiste ujemne i dodatnie.

Dowdd. Indukcja. Dla k = 1 jest to zatozenie. Zalézmy, ze teza zachodzi dla k <
j. Niech x1, x5 beda odpowiednio najmniejszym i najwiekszym pierwiastkiem
wielomianu P a x3, x4 odpowiednio najmniejszym i najwiekszym pierwiastkiem
wielomianu PU). Wtedy 1 < 0, 22 > 0, 3 <0, z4 > 0.

Jesli d jest nieparzyste, to P(x) przyjmuje wszystkie wartosci z przedziatu
(—o0, 1], wtedy istnieje x5 € (—oo,x1] takie, ze P(z5) = x3. Jesli d jest
parzysty to P(z) przyjmuje wszystkie wartosci z przedzialu od 0 do 400 wobec
tego istnieje x5 € (—oo, 1], taka, ze P(x5) = x4. W obu przypadkach P(z)
przyjmuje wszystkie wartosci od 0 do +o00 on [z3,400), wiec istnieje zg €
(22, 400) taki P(xg) = x4.

Teraz

PUD (z5) = PO (P(x5)) € {PY(P(x3)), P9 (P(24))}.

Wtedy PUHD)(z5) = 01 25 < 0, wiec PUH)(z) ma ujemny pierwiastek. Po-
nadto ' _ _
PUD (z6) = PO (P(z¢)) = PY)(24) = 0

oraz xg > 0, wiec PU)(z) ma dodatni pierwiastek. O

Na podstawie naszego lematu, jesli P(x) ma réwniez pierwiastek ujemny,
to P("™)(z) réwniez — sprzecznosé.
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6. W Arabii Saudyjskiej znajduje sie 2019 miast, a wszystkie odleglosci
miedzy nimi sa rézne. Niektére miasta sa polaczone lotami (w obie strony).
Okazalo sie, ze dokladnie dwa loty opuszczaja kazde miasto, a sa to loty do
dwdch najbardziej odlegtych miast. Udowodnij, ze korzystajac z lotow, z do-
wolnego miasta mozna dotrze¢ do kazdego innego.

Rozwiazanie:

Rozwazmy graf G, ktorego wierzchotkami sa miasta, a krawedziami sa loty.
Musimy pokazaé, ze graf G jest spojny. Zalézmy, ze G sklada sie z kilku spéj-
nych sktadowych. Pokazemy, ze kazda z tych sktadowych ma parzysta liczbe
wierzchotkéw, co oczywiscie zakonczy dowod, gdyz 2019 jest liczba nieparzysta.

Lemat. Niech AB i XY bedg dwiema réznymi odcinkami miedzy dwiema 16%-
nymi skladowymi G. Wtedy odcinki AB i XY przecinajg sie w ich punkcie
wewnetrznym

Dowdd. Zalézmy, ze jest odwrotnie, sa dwa przypadki.

e Proste AB i XY przecinaja sie w punkcie wewnetrznym doktadnie jedne-
go z odcinkéw AB, XY, dla ustalenia uwagi, niech to bedzie odcinek XY.
Mozemy zalozy¢ (po zmianie nazw wierzchotkéw), ze odcinek AB lezy w
trojkacie AXY. Wtedy poniewaz AB < max(AX, AY), to wierzcholek A
musi byé polaczony z co najmniej jednym z wierzchotkéow X, Y. Jest to
sprzeczne z faktem, ze A i X (lub Y') sa w réznych skltadowych grafu G.

e Proste AB i XY przecinaja sie¢ poza odcinkami AB i XY (lub w jednym
z punktéw koncowych A, B, X,Y), lub proste AB i XY sa réwnolegle.
Po ewentualnej zmianie nazewnictwa wierzchotkéw mozemy zatozy¢, ze
ABXY jest czworokatem wypuklym oraz odcinki AX i BY maja wspdlny
punkt O. Wéwczas

AX+BY = (0OA4+0X)+(OB4+0Y) = (OA+OB)+(0OX+0Y) > AB+XY.

Dlatego spelniony jest co najmniej jeden z warunkow AX > AB, BY >
XY. Ale w pierwszym przypadku wierzcholek A musi byé polaczony z
wierzchotkiem X, a w drugim przypadku wierzchotek Y z wierzchotkiem
B — sprzecznosé.

O

Wréémy do zadania. Poniewaz kazdy wierzcholek ma stopien 2, to sktado-
wymi grafu G sg cykle. Niech C bedzie jednym z takich cykli i niech XY bedzie
krawedzia grafu G, ktérego konce X i Y nie nalezg do cyklu C. Zgodnie z le-
matem, dowolne dwa kolejne wierzcholtki cyklu C' leza po przeciwnych stronach
prostej XY'; dlatego cykl C' ma parzysta liczba wierzchotkow.
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7. Niech n bedzie liczba calkowita dodatnia, a S zbiorem majacym 2™ + 1
elementéw. Niech f bedzie funkcja prowadzaca z 2-elementowych podzbioréw S
do zbioru {0, 1,2, ...,2" 1 —1}. Przypuéémy, ze dla dowolnych z,y, z € S jedna
z liczb f({z,y}), f({y,2}), f({z,x}) jest suma dwich pozostalych. Pokazaé,
ze istnieja liczby a,b,c € S takie ze

f({a;b}) = f({b,c}) = f({¢,a}) = 0.

Rozwigzanie:
Rozpatrzmy graf pelny o 2™ + 1 wierzchotkach w ktérym kazda krawedz
ma przypisana liczbe ze zbioru {0,1,2,...,2""1 —1}. Wiemy, ze w dowolnym

tréjkacie suma liczba na dwéch bokach jest rowna trzeciemu. Nalezy pokazaé,
ze istnieje trojkat ktérego wszystkie boki maja przypisang liczbe 0. Pokazemy
to indukcyjnie, dla n = 1 jest to jasne. Zalézmy, ze teza jest prawdziwa dla
grafu petnego o 271 + 1 wierzchotkach.

Zauwazmy, ze znajdziemy podgraf majacy 27! + 1 wierzcholtkéw i taki, ze
kazda liczba przypisana do jego krawedzi jest parzysta. Istotnie: kazdy tréj-
kat zawiera parzysta liczbe krawedzi z przypisana liczba nieparzysta. To samo
zachodzi dla dowolnego cyklu, gdyz cykl A;As ... A, moze by¢ roztozony na
n — 2 trojkaty

A1 AsAs, A1A3Ay, ... A1AL 1A,

W szczegdélnosci nie istnieje nieparzysty cykl w ktérym liczby przypisane do
krawedzi sa wszystkie nieparzyste. Wobec tego graf utworzony z naszego wyj-
Sciowego grafu i taki, ze jego wierzchotki sa poltaczone wtedy i tylko wtedy, gdy
ich krawedZ w oryginalnym grafie ma przypisang liczbe nieparzysta, nie posia-
da cyklu o nieparzystej dlugosci. Wobec tego jest dwudzielny. Zatem jedna z
jego czeéci zawiera co najmniej 2"~ + 1 wierzcholkéw.

Aplikujac zalozenie indukcyjne do tego podgrafu dostajemy teze.

8. Plaszczyzna jest podzielona na wypukte siedmiokaty o $rednicy jednost-
kowej. Pokazaé, ze dowolny okrag o promieniu 200 przecina co najmniej miliard
siedmiokatow.

Srednicq zbioru nazywamy najwickszq odleglosé miedzy dwoma punktami
tego zbioru.

Rozwigzanie:

Niech O bedzie $rodkiem danego okregu i Kp okregiem o promieniu R i
srodku O. Niech C bedzie zbiorem katéw wszystkich siedmiokatow a Cr C
C zbiorem katéw ktorych wierzchotki naleza do Kr. Wystarczy pokazaé, ze
|Ca00| = 7-10°.

Pokazemy, ze $rednia wartosé¢ kata w kole Cr nie przekracza 2/3w. Istotnie,
jesli trzy lub wiecej katéw siedmiokatow schodzi sie w jednym punkcie to jest
to jasne, a jesli dwa to $rednio dostajemy kat nie wigkszy niz /2. Z drugiej
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strony rozpatrzmy zbior katéw Tg siedmiokatéw majacych niepuste przeciecie
z Kpr. Poniewaz érednica kazdego z siedmiokatéw jest nie wieksza od 1, to
Tr CCry1- Srednia wartos$é¢ kata siedmiokata wypuklego to 5 /Tm; wiec $rednia
warto$é¢ katéw w Tg to 5/7.

Niech k = |Cr|, m = |Tr|, wtedy |7r \ Cr| = m — k. Poniewaz dowolny kat
w Tr \ Cgr jest mniejszy od 7, to na podstawie powyzszych rozwazan mamy
nieré6wnoéc

(m—Fk)r+k-2r/3>m-5r/T7.

Wobec tego m > 7k /6, czyli w szczegdlnosci |Cr1| > |Cr|. Poniewaz

7\° ,
<6> >2 i 2195103

to
ICry60| > 2'°|C,| > 10%|Cr|.

Jednakze |Ca| > 1, wiec

|Ca00| = |Cot646+6+60+60460] >2-2-2-10%-10%-10% > 7-10°.

9. W trojkacie ABC punkty A; i By leza na bokach BC' i CA tak, ze na
czworokacie AA; By B mozna opisa¢ okrag. Niech S bedzie punktem przeciecia
AA; i BB;y. Punkty X iY sg obrazami S wzgledem prostych CB i C'A, odpo-
wiednio. Okregi opisane na trojkatach C A By i CAB przecinaja si¢ w punkcie
P # A. Pokazaé, ze na czworokacie X PCY mozna opisaé¢ okrag.

Rozwigzanie:

Na podstawie dobrze znanego lematu o spiralnym podobienstwie widzimy,
ze PA1B i PB1C sa podobne. W szczegélnoéci czworokaty PXBA; i PSAB;
sa spiralnie podobne (tréjkaty PAS i PBX sa spiralnie podobne gdyz tréjkaty
PA1B i PB;C sa spiralnie podobne). Wobec tego

IXPS = YAPB = YACB

i podobnie L SPY = 4BCA, wiec <XPY = 24BCA.
Zatem

IXCY =<4XCB+ SBCA+ SACY = 4BCS + SACB + SACS =
=29JACB = 4XPY,

skad teza.
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10. Dany jest tréjkat ABC (AB > BC) wpisany w okrag ). Na bokach AB
i BC wybrano punkty M i N odpowiednio takie, ze AM = CN. Proste M N i
AC przecinaja sie w punkcie K. Niech P bedzie $rodkiem okregu wpisanego w
tréjkat AM K, a @ jest érodkiem okregu K-dopisanego w trojkacie CN K. Po-
kazaé, ze srodek tuku AC okregu €2, ktéry zawiera punkt B jest réwno odlegly
od punktéw P i Q.

Rozwigzanie:

Niech S bedzie érodkiem tuku ABC okregu Q2. Mamy SA = SC (poniewaz
S lezy na symetralnej AC), AM = CN i $BCS = J¥BAS. Zatem tréjka-
ty AMS i CNS sg przystajace. W szczegllnosci sa przystajace spiralnie tzn.
mozna jeden z nich obrécié wokét S o kat $ASC = L ABC by otrzymaé drugi.
Zatem SM = SN i {MSN = $ABC. 7Z ostatniej réwnoéci katéw wynika, ze
czworokat M SBN jest wpisany w pewien okrag, ktory nazwiemy ~.

Niech Q, i Q. beda okregami opisanymi na tréjkatach AMS i CNS, od-
powiednio. One réwniez sa przystajace spiralnie. Niech U i V beda $rodkami
tlukéw AM i CN (nie zawierajacych S) tych okregdéw. Z przystawania dosta-
jemy SU = SV (poniewaz punkt S lezy na symetralnej UV) i UA = VC.
Ponadto

ISAK = 4SBC = 4SMK,

wiec K lezy na (Q,. Analogicznie K lezy na Q..

Wobec tego punkty U i V oraz P i Q leza na dwusiecznej kata CKN. Z
twierdzenia o tréjlisciu (dla tréjkatéw K AM i KCN) dostajemy, ze UP = U A
iVQ =VC. Jednakze UA = VC, wiec punty P i @ sa symetryczne wzgledem
symetralnej odcinka UV, na ktérym lezy S. Zatem S jest rownooddalony od
punktow P i Q.

11. Dany jest ostrostup SA; As ... A, ktérego podstaws jest n-kat wypukty
AjAy.. A,. Dlai = 1,2,...,n w podstawie znajduje si¢ trojkat X;A4;A4;41
przystajacy do Sciany SA;A;11 lezacy po tej samej stronie prostej A;A;11 co
podstawa (polézmy A, 1 := Ap). Pokazaé, ze te wszystkie tréjkaty pokrywaja
w calosci podstawe ostrostupa.

Rozwiazanie:

Rozpatrzmy dowolny punkt podstawy A;As ... A, i rozwazmy sfere, ktéra
jest styczna do podstawy w punkcie P. Zwiekszamy jej promien tak aby byta
styczna do pewnej $ciany ABS w punkcie @ (podstawa jest wypukla wiec
zawsze si¢ tak zdarzy). Wtedy na podstawie twierdzenia o réwnosci odcinkéw
stycznych widzimy, ze ABP 1 ABQ sa przystajace. Jednakze ABQ znajduje si¢
w trojkacie ABS, wiec ABS pokryje punkt P gdy obrocimy go wokél prostej
AB na podstawe ostrostupa.
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