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1 Zadania

1.1 Zawody indywidualne

1.1.1 Grupa $rednia

1. Rozwiaz w liczbach catkowitych dodatnich réwnanie:

ryz=1+x+y+ =z

2. Punkt H jest ortocentrum AABC, natomiast M $rodkiem boku BC'. Pétprosta MH™
przecina okrag opisany na AABC w punkcie P. Pokaza¢, ze ZHPA = 90°.

3. Alfred pracuje w firmie sktadajacej wielowktadowe dtugopisy. Kazdego ranka nasz bohater
dostaje dostawe 100 pudetek w ktorych jest tacznie 1000 obudoéw i 3000 wktadow. Alfred chce
tak posortowaé dtugopisy, zeby w kazdym pudetku byto doktadnie po 10 obudéw i 30 wktadow.
W jednym ruchu moze on wybra¢ dwa dowolne pudetka i poprzektadac ich zawartos¢ z jednego
do drugiego. Jaka jest minimalna liczba ruchow w ktorej Alfred jest w stanie otrzymac zadany
stan?

4. Niech f bedzie wielomianem o wspotczynnikach catkowitych stopnia n > 2. Udowodnij, ze
wielomian g(z) = f(f(x)) — x ma co najwyzej n pierwiastkow catkowitych.

5. W trojkacie ABC' $rednicami okregdéw wq i wy sg odpowiednio odcinki AB i AC. Pokazaé, ze
istnieje okrag styczny do w; i ws, ktérego srodek jest srodkiem odcinka BC'.

6. Jaka jest najmniejsza mozliwa liczba ruchow konika szachowego potrzebna aby przedostac
sie z lewego dolnego rogu szachownicy n X n, gdzie n > 4, do prawego gérnego rogu.

7. Dla kazdej liczby naturalnej n > 2 rozwiaza¢ w liczbach rzeczywistych uktad réwnan
max{l, Il} = T2

max{2, ro} = 23

max{n, r,} = nw.

8. Niech a, b, ¢, d beda takimi liczbami catkowitymi réznymi od zera, ze jedyna czworka liczb
catkowitych (z,vy, z,t) spelniajaca réwnanie

ar® +by? +c22 +dt* =0
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jest xt =y =z =t = 0. Czy wynika stad, ze liczby a, b, ¢, d maja jednakowy znak?

9. W kazde pole tablicy 4 x4 wpisano 0 lub 1. Nastepnie obliczono sumy liczb w jednym wierszu,
kolumnie lub na przekatnej. Pokazaé, ze w wyniku otrzymano co najmniej trzy réwne sumy.

10. Liczby rzeczywiste a, b, ¢ i d spetiaja warunek a? + b* + (a + 0)? = ¢ + d* + (c + d)*
Pokaza¢, ze a* +b* + (a + b)* = ¢* + d* + (¢ + d)*.

11. Dana jest funkcja f : Z, — Z, taka, ze f(1) =p+1i f(n+1) = f(1)-f(2)--- f(n)+p gdzie
p jest liczba pierwsza. Znalezé¢ wszystkie takie p, ze istnieje liczba dodatnia liczba catkowita k,
ze f(k) jest kwadratem liczby caltkowitej.

12. Dany jest trojkat ABC, w ktorym AB = AC. Na poétprostych AB™ i AC™ obrano odpo-
wiednio takie punkty K i L lezace poza bokami tréjkata, ze 4 - BK - CL = BC?. Punkt M jest
srodkiem boku BC. Proste KM i LM przecinaja po raz drugi okrag opisany na trojkacie AK L
odpowiednio w punktach P i Q). Wykaza¢, ze proste PQ) i BC' sg réwnolegte.

13. Znalez¢ wszystkie funkcje f : R — R takie, ze:

flay+22)+ fly) =y =z +y+ f(z)+ f(zy — v°).

14. Dana jest liczba pierwsza p > 2. Wykazaé, ze istnieje nieskonczenie wiele takich dodatnich
liczb catkowitych n, ze liczba 2" — n jest podzielna przez p.

15. Punkt I jest srodkiem okregu wpisanego w AABC. Prosta prostopadta do Al w punkcie
I przecina BC' w S. Niech P bedzie punktem przeciecia okregu opisanego na AABC' z prosta
AS. Pokazaé, ze ZIPA = 90°.

16. Wyznaczy¢ wszystkie pola na szachownicy rozmiaru 8 X 8 o nastepujacej wtasnosci: Po
usunieciu tego pola mozna pokry¢ pozostata czesé¢ szachownicy klockami rozmiaru 3 x 1.



1.1.2 Grupa starsza

1. Alfred pracuje w firmie sktadajgcej wielowktadowe dlugopisy. Kazdego ranka nasz bohater
dostaje dostawe 100 pudetek w ktorych jest tacznie 1000 obudéw i 3000 wkitadéw. Alfred chce
tak posortowa¢ dtugopisy, zeby w kazdym pudetku byto doktadnie po 10 obudéw i 30 wktadow.
W jednym ruchu moze on wybra¢ dwa dowolne pudetka i poprzektadac ich zawartos¢ z jednego
do drugiego. Jaka jest minimalna liczba ruchéow w ktorej Alfred jest w stanie otrzymaé zadany
stan?

2. Niech f bedzie wielomianem o wspotczynnikach catkowitych stopnia n > 2. Udowodnij, ze
wielomian g(z) = f(f(x)) —  ma co najwyzej n pierwiastkow catkowitych.

3. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite m > 2 takie, ze kazda liczba catkowita n, przy czym

T <n < g dzieli liczbe
n
m—2n)

4. Niech I bedzie srodkiem okregu wpisanego w AABC. Wewnatrz AABC wybieramy taki
punkt P, ze ZPIA = 90°. Niech ) bedzie punktem izogonalnie sprzezonym do P wzgledem
AABC. Na prostej BC wybieramy taki punkt D, ze PD || AQ. Udowodnij, ze ZDIQ) = 90°.

5. Udowodnié, ze dla dowolnej liczby natrualnej n i liczb catkowitych 0 < i < j < n/2 zachodzi

nierownosé
? J

6. W trdjkacie ostrokatnym ABC (AB # AC) okrag o $rednicy BC' przecina boki AB i AC' w
punktach odpowiednio M i N. Punkt O jest érodkiem odcinka BC'. Dwusieczne katow £LBAC
i ZMON przecinaja sie w punkcie R. Pokaza¢, ze okregi opisane na trojkatach BMR i CNR
maja punkt wspdélny lezacy na boku BC'

7. Niech n > 2 bedzie liczbg catkowita. Pola szachownica n X n pomalowano na biato lub czarno,
przy czym trzy pola narozne sa biate i jedno czarne. Udowodni¢, ze istnieje kwadrat 2 x 2 z
nieparzysta liczba biatych pol.

8. Ciag liczb rzeczywistych {a, }n>0 jest zdefiniowany nastepujaco

n

Ap—
=-1 =0 dl > 1.
Qo 7’§)k+1 a n =z

Pokaza¢, ze a,, > 0 dlan > 1.

9. W miescie rownosci jest n kobiet i n mezczyzn oraz pewna liczba partii politycznych. Kazda
partia ma inny zbior cztonkéw. Do kazdej partii nalezy tyle samo kobiet co mezczyzn. Co wiecej
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dla dowolnych dwdéch partii doktadnie tyle samo kobiet co mezczyzn nalezy do obu tych partii.
Jaka jest najwieksza mozliwa liczba partii w miescie rownosci?

10. Niech n > 2 bedzie dodatnia liczba catkowita, a aq, ..., a, dodatnimi liczbami rzeczywisty-
mi, ze a; + ... + a,, = 1. Pokazacé, ze:
ai Qp, n

1+a2+"'+an+‘..+1+a1+a2+”'+an—l “oan—1

11. Niech O bedzie srodkiem okregu opisanego na AABC'. Na bokach AB, AC wybieramy takie
punkty P, @), ze prosta bedaca obrazem BC w symetrii wzgledem P() jest styczna do okregu
opisanego na AAPQ). Pokaza¢, ze okrag opisany na AAPQ jest styczny do okregu opisanego
na ABOC.

12. Niech n i k beda liczbami catkowitymi dodatnimi takimi, ze

1= ¢(6(...6(n)) ...)).

Pokazaé, ze n < 3*.

13. Niech BM $rodkowa prostokatnego trojkata ABC (£B = 90°). Niech H,, H. beda orto-
centrami odpowiednio tréjkatow: ABM, CBM. Pokazaé, ze proste AH. i C'H, przecinajg sie
na prostej taczacej srodki bokéw BA, BC.

14. Niech N, oznacza zbior liczb catkowitych dodatnich. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f :
N, — N, takie, ze dla dowolnych liczb catkowitych dodatnich m i n zachodzi podzielnos¢

m? + f(n) | mf(m) + n.

15. Dana jest liczba catkowita n oraz niezerowe liczby catkowite kg, ki, ..., ko, takie, ze ky +
ki + ... ko, # 0. Czy zawsze istnieje taka permutacja (ag, ai,...as,) liczb (ko, ki,..., kopn), 7€
rOwnianie:

Ao @ 4 g 17 4 ag = 0.
nie ma pierwiastkow catkowitych.
16. Z klockéw 2 x 2 x 1 zbudowano szescian o krawedzi 20. Dowies¢, ze istnieje prosta réwno-

legta do jednej z krawedzi szescianu, przecinajaca wnetrze szescianu i nie przecinajaca wnetrza
zadnego z klockéw.



1.1.3 Supergrupa

1. Niech S bedzie zbiorem liczb catkowitych dodatnich n spetniajacych nieréwnosé:

¢(n) - 7(n) > 3

Pokazaé, ze S jest skonczony.

Uwaga: funkcja ¢(n) oznacza ilosé liczb catkowitych dodatnich k& < n wzglednie pierwszych z
n, natomiast funkcja 7(n) oznacza ilo$¢ dodatnich dzielnikéw n.

2. Dana jest liczba calkowita dodatnia n. Wielomian W(z) = a,2" + ... a1z + ap nazwiemy
wzglednym gdy V,; a; € Z oraz NWD(ay, ...a1,a9) = 1. W zaleznosci od n wyznaczy¢ maksy-
malne m takie, ze istnieje wzgledny wielomian P spetiajacy % € Z dla wszystkich k € Z.

3. Okrag dopisany do AABC naprzeciw wierzchotka A ma srodek w punkcie I, oraz jest styczny
do AB, AC odpowiednio w punktach D, E. Oznaczmy przez O $rodek okregu opisanego na
NABC. Prosta OI, oraz DFE przecinaja sie w punkcie A’. Analogicznie definiujemy punkty
B’ C'. Pokazaé, ze proste AA’, BB', C'C’ tng sie w jednym punkcie.

4. Niech aq,as,...,a, beda roznymi liczbami naturalnymi. Dowies¢, ze zachodzi nieréwnosé

al +al+ ... +a’ +ad+as+.. . +ad>2adad .. +ad)?

ap, a2

5. Niech n > 6 bedzie liczba doskonata oraz n = p{"p5?...pp*, gdzie 1 < p; < py < ... < pg.
Pokaza¢, ze liczba «y jest parzysta.

6. W kazdym wierszu tablicy n x 2n znajduje sie n zer i n jedynek. Dla 1<k <nil<i<n
oznaczmy przez ay; numer kolumny w ktérej znajduje sie i—te zero k-tego wiersza. Niech A
bedzie zbiorem wszystkich takich tablic, ze a;; > as; > -+ > a,,; dla 1 < ¢ < n. Dowolnej
tablicy T' € A przyporzadkowujemy tablice f(T') wymiaréw n x 2n taka, ze w k—ty wiersz f(T')
wpisujemy n jedynek w kolumnach a,, —k+1,ap_1 —k+2,...,a14 —k +n (a w pozostale
pola zera). Pokaza¢, ze f(f(f(f(f(f(T)))))) =T dla dowolnego T € A.

7. Dane sa ciagi okresowe {ay}x>0 i {bx}r>0 0 okresach odpowiednio m i n, gdzie m,n € N.
Pokazaé, ze jesli a; = by dla m +mn — NWD(m,n) kolejnych liczb naturalnych [, to ciagi {ax}r>o
i {br}r>0 sa takie same.

8. Niech w bedzie okregiem dopisanym do AABC' naprzeciw wierzchotka A o srodku w 1,,.
Prosta prostopadta do Al, i przechodzaca przez I, przecina AB, AC odpowiednio w punktach
P, Q. Niech K, L beda odpowiednio odbiciami B wzgledem P oraz C' wzgledem (). Pokazac,
ze prosta K L jest styczna do w.



9. Niech {a,},>1 bedzie ciagiem liczb catkowitych dodatnich takim, ze a,, < P(n) dlan € N i
pewnego P € Z[X]|. Zalézmy, ze m —n | a,, — a, dla m,n € N i m # n. Pokazaé, ze istnieje
wielomian @ € Q[X] taki, ze a,, = Q(n), dlan € N.

10. Dany jest AABC. Punkt P porusza sie po okregu opisanym na AABC' tak, ze odcinki
AP, BC przecinaja sie w punkcie U. Punkty I, I to $rodki okregdéw wpisanych odpowiednio
w APBU, ANPCU. Posta I, I przecina BC' w punkcie Z. Pokazaé, ze wszystkie proste PZ
przechodza przez ustalony punkt.

11. Dla kazdej liczby naturalnej n > 2 wyznaczy¢ najmniejsza liczbe naturalng m o nastepujacej
wtasnoéci: Sposrod dowolnych m réznych ciggdéw o dtugosci n ztozonych z zer i jedynek mozna
wybraé¢ n ciagéw i wpisac¢ je w wiersze kwadratowej tabeli tak, by na gléwnej przekatnej tabeli
wszystkie liczby byty réwne.

12. Dla dowolnej liczby pierwszej p podzbiér S, reszt modulo p nazwiemy wolnym, jesli istnieje
niezerowe o € F, takie, ze S, = {1,,a?,...} oraz nie istnieja trzy elementy a,b,c € S takie,
ze a +b = c¢ (mod p). Pokazaé, ze dla dowolnej liczby naturalnej N istnieje liczba pierwsza p i
zbiér wolny S, taki, ze #S > N.



1.2 Mecz matematyczny

1.2.1 Grupa $rednia

1. Wykazac¢, ze dla dowolnych liczb dodatnich aq, as, ..., a, spelniona jest nieréwnosé

azf a% afL ar+as+ ...+ ay
2 5T 3 5 Tt 2 7 :
ai + ajas + a5  aj+ asaz + aj az 4+ anay + aj 3
2. Niech n bedzie dodatnig liczbg nieparzysta, a i, 22, ,x, beda nieujemnymi liczbami

rzeczywistymi. Pokazaé, ze

lzﬂ{llnn(ﬂf? +a3y) < ;max (22;7;41)

gdzie 41 = x1.

3. Zmalez¢ wszystkie funkcje f : R — R spelniajace réwnosé:

Faf) + f(f(x) + f(y) = yf(z) + flz+ f(y))
dla wszystkich x, y € R.

4. Udowodni¢, ze istnieje taka wielokrotno$¢ liczby 5", ktorej zapis w systemie dziesietnym
sktada si¢ z doktadnie n cyfr réznych od zera.

5. Niech pi1, ps,... bedzie ciggiem kolejnym liczb pierwszych poczawszy od p; = 2. Oznaczmy

przez s, = Z pn. Pokazaé, ze dla n > 1 pomiedzy s, a s,.1 istnieje kwadrat liczby catkowite;j.

i=1

6. Niech p > 2 bedzie liczba pierwsza. Dla kazdej permutacji 7 = (7(1),7(2),--- ,7(p)) zbioru
S ={1,2,--- ,p}, niech f(m) bedzie liczba liczb podzielnych przez p wérdd liczb:

7(1), (1) +7(2), - ,w(1)+7(2) + -+ 7(p)

Znalez¢ $rednig warto$é f(m) po wszystkich permutacjach 7 zbioru S.

7. Rozstrzygnij, czy kwadratowa szachownice o boku 43 z wycigtym srodkowym polem da si¢
podzieli¢ na prostokaty o wymiarach 1 x 6.

8. Dla kazdego n € Z, znajdZ liczbe permutacji zbioru {1,2,...,n} takich, ze dla kazdego
1 < k < n zachodzi: k|2(a; + ag + - -+ + ay).

9. Dany jest okrag w i jego cieciwa AB. Punkt W jest srodkiem tuku AB okregu w. Punkt
D lezy na tuku AB okregu w, niezawierajacym punktu W. Styczne do w w punktach A i B
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przecinajg styczng do w w D odpowiednio w punktach K i L. Proste WK i W L przecinajg AB
odpowiednio w P i ). Wykaza¢, ze dhugos¢ odcinka P() nie zalezy od wyboru punktu D.

10. Dany jest trojkat ostrokatny ABC' o ortocentrum w punkcie H. Punkt M jest srodkiem boku
BC'. Prosta prostopadta do M H, przechodzaca przez H, przecina boki AB, AC' odpowiednio w
punktach K, L. Wykaz, ze KH = HL.

11. Okrag wpisany w w AABC jest styczny do BC' w punkcie D. Okrag o Srednicy B D przecina
w 1 dwusieczng wewnetrzna ZABC odpowiednio w punktach C) i Cy. Okrag o $rednicy C'D
przecina w i dwusieczng ZAC' B odpowiednio w punktach By i By. Pokazaé, ze proste BC, B1(Y,
By przecinaja sie w jednym punkcie.



1.2.2 Grupa starsza

1. Udowodnij, ze dla wszystkich liczb a, b, ¢ € R, zachodzi nierownos¢:

a’ +b* + ¢? N 8abc S 9
ab+bc+ca  (a+b)(b+c)(cta) T

2. Ciag {a;}i>o okreslony jest przez warunki: ag = 2, a; = 4 oraz

ApQn—1
Ap41 = 9 + ap + anq

dla kazdego catkowitego dodatniego n. Wyznacz wszystkie liczby pierwsze p o tej wtasnosci, ze
p | ax — 1 dla pewnego k € Z,..

3. Pokaza¢, ze dla kazdego k € Z. istnieje takie x € R, ze dla kazdego m € 7Z, zachodzi
podzielnosé: k|[z™] + 1.

4. Znalez¢ wszystkie pary liczb calkowitych a, b takie, ze a® = 6b2 + 2.

5. Znalez¢ wszystkie iniekcje f : Z, — 7, spelniajace nastepujacy warunek: Jezeli S jest

1
skonczonym podzbiorem 7Z, oraz Z — jest liczbg catkowita, wtedy: Z ﬁ rowniez jest liczba
ses S ses J \8
catkowitg.

6. Radek i Maciek graja w pewna gre uzywajac prostokatnej tabliczki czekolady. Czekolada
sktada sie z jednakowych kwadratowych kostek utozonych w 60 rzedow i 40 kolumn. Gracze w
tej grze wykonuja ruchy na przemian, a kazdy ruch polega na podzieleniu jednego z kawatkow
czekolady wzdtuz linii podziatu kostek na dwie cze$ci. Radek moze wykonywaé jedynie ciecia
wzdtuz linii pionowych, a Maciek jedynie wzdtuz linii poziomych. Przegrywa ten z graczy, ktory
nie moze wykona¢ zadnego ruchu zgodnego z zasadami gry. Gre rozpoczyna Radek. Ktory z
graczy ma strategie wygrywajaca?

7. Kazda liczbe naturalng pomalowano na jeden z dwéch kolorow. Dowies¢, ze dla kazdej liczby
naturalnej n istniejg rézne liczby naturalne a, b > n takie, ze liczby a, b i a+0b sa jednego koloru.

8. Niech A to n-elementowy zbiér dodatnich liczb catkowitych. Udowodnij, ze istnieje n-elementowy
zbiér dodatnich liczb catkowitych B, ze:

1. Dla dowolnych réznych podzbiorow By, By C B suma wszystkich elementow B jest r6zna
od sumy wszystkich elementéw Bs.

2. Kazdy element zbioru A jest sumg wszystkich elementéw pewnego podzbioru B.
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9. W AABC punkty H, O to odpowiednio ortocentrum i srodek okregu opisanego. Symetralna
odcinka BC' przecina okrag opisany na AAHO w punkcie A;. Analogicznie definiujemy punkty
Bi, C4. Pokazaé, ze proste AA;, BBy, C'C} przecinaja sie w jednym punkcie.

10. W trojkacie ABC punkt M jest srodkiem boku BC, natomiast H to ortocentrum. Punkty E
i I sa spodkami wysokosci odpowiednio z B, C'. Okregi opisane na ABCH i AEF M przecinaja
sie w punktach P oraz (). Wykaz, ze proste M P, H(Q), EF przecinaja sie w jednym punkcie.

11. Ostrostup SABCD jest wpisany w sfere, a AA,, BB, C'C}, DD sg prostymi prostopadtymi
z wierzchotkéw A, B, C, D odpowiednio do prostych SC, SD, SA, SB (X lezy na prostej SX).
Punty S, Ay, By, C1, D; sa rozne i leza na sferze. Pokazaé, ze punty Ay, By, C| oraz D, leza
na jednej ptaszczyznie.
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1.2.3 supergrupa

1. Niech f(x) bedzie wielomianem stopnia n ktérego wszystkie wspotczynniki sg réwne £1. Co
wigcej, 1 jest m-krotnym pierwiastkiem f. Zalézmy, ze m > 2F (k > 21 k € Z,), pokazaé, ze
n > 2k 1.

2. Punkt I jest srodkiem okregu wpisanego w AABC'. Oznaczmy przez T, punkt stycznosci A-
miztilinear incircle z okregiem opisanym na AABC. Prosta I'T, przecina BC' w D. Analogicznie
definiujemy punkty F, F. Pokaza¢, ze proste AD, BE i C'F przecinaja sie w jednym punkcie.

3. Pokazaé, ze da sie tak pokolorowaé¢ wierzchotki grafu plenarnego na 3 kolory, ze nie zawiera
on jednokolorowych cykli.

4. Pokaza¢, ze dla réznych a, b € Z, istnieje takie n € Z, ze:

n XaZn + b3n

5. Dany jest wielomian W € C[z]. Niech w bedzie taka liczbg zespolona, ze f'(w) = 0. Pokazad,
ze w lezy w otoczce wypuktej pierwiastkow W.
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2 Rozwigzania

2.1 Zawody indywidualne
2.1.1 Grupa Srednia

1. Niech z > y > z > 1. Przeksztalcajac réwnowaznie poczatkowe rownanie dostajemy:

r(yz—1)=14+y+=z2

Z maksymalnosci dostajemy, ze yz — 1 < 2 czyli yz = 3V yz = 2V yz = 1. Pierwsze dwa
przypadki tatwo prowadza do sprzecznosci, natomiast w drugim dostajemy (z,y, z) = (1,2,4).

2. Niech H” bedzie odbiciem H wzgledem M. Liczac katy tatwo dostajemy, ze H” lezy na
okregu opisanym na AABC. Co wiecej CH” || BH L AC czyli AH" jest érednica tego okregu.
Oznacza to, ze ZHPA = /ZH"PA = 90°.

3. Algorytm ktory zapewnia Alfredowi zwyciestwo jest nastepujacy: najpierw odrzuca na bok
wszystkie pudetka w ktorych jest doktadnie 10 obudow i 30 wktadow. Sposrod pozostatych znaj-
duje on takie pudetko w ktérym jest co najmniej 10 obudéw (gdyby wszystkie pudetka miaty
mniej niz 10 obudéw to nie uzyskaliby$my tacznie 1000 obudéw). Potem wybiera on drugie pu-
detko w ktérym jest co najmniej 30 wktadow. Za pomoca jednego ruchu zamienia zawartosci tak
uzyskanych pudetek tak, aby w jednym byto doktadnie 10 wktadéw i 30 dtugopisoéw. Postepujac
tak z kazdego poczatkowego ustawienia jest on w stanie otrzymac zadany stan w co najwyzej
99 operacjach.

Przyktad, gdy 99 pudetek jest pusta, a w jednym jest 1000 wktadéw i 3000 dtugopiséw pokazuje,
ze liczba ruchéw 99 jest minimalna.

4.Zal6zmy, 7e ny, na, . ..ng beda réznymi pierwiastkami g, wtedy ny—ns|f(n1)—f (n2)| f(f(n1))—
f(f(na)) = ny — ny Dostalismy wiec, ze: f(n1) — f(n2) = £(ny — ny). Zatdézmy, ze istnieje taki
pierwiastek ns rézny od ny, na, ze: f(ny) — f(n2) = ny — ng oraz f(nz) — f(n1) = ny —ns. Po
dodaniu stronami dostajemy +(ng — ny) = 2n; — ny — n3 co oczywiscie jest sprzeczne.

Udowodnili$my wiec, ze dla kazdego i wartosci jednego z wielomianéw r_(z) = f(x)—z, ri(z) =
f(z) + = w punktach n; sa réwne. Implikuje to, ze k < n co jest teza zadania.

5. Niech K, M i N beda srodkami bokéow BC, AC' i AB odpowiednio. Wéwczas KN — %AB =
%AC’ — KM, wiec okrag o srodku w K i promieniu K N — %AB spelia warunki zadania.

6. Niech k£ bedzie szukang liczba ruchéw. W jednym ruchu skoczek szachowy przechodzi z
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pola biatego na pole czarne lub z pola czarnego na pole biate. Na poczatku oraz na koncu
swej wedréowki skoczek stoi na polu tego samego koloru. To oznacza, ze k musi by¢ liczba
parzysta. W kazdym ruchu skoczek pokonuje trzy pola: dwa w kierunku pionowym, jedno w
kierunku poziomym lub odwrotnie: dwa w kierunku poziomym, jedno w kierunku pionowym.
Aby dostaé sie do przeciwlegtego rogu, skoczek musi tacznie przeby¢ co najmniej n — 1 pél w
kierunku pionowym, jak réwniez co najmniej n — 1 pél w kierunku poziomym. To oznacza, ze
3k >2(n—1), skad k > 2| 2] \ﬁ}ikaZemy indukcyjnie, ze skoczek szachowy moze odby¢ swa

podréz przy uzyciu doktadnie 2| "5+ | ruchéw. Dla n = 4, n = 5 oraz n = 6 powyzsze zdanie

jest prawdziwe — dowodza tego ponizsze rysunki.

Zatozmy teraz, ze skoczek szachowy moze odby¢ swag podroz po szachownicy n X n uzywajac
doktadnie 2| ] ruchéw. Skoczek szachowy moze przej$é z jednego rogu szachownicy (n +
3) x (n+ 3) do rogu przeciwlegltego uzywajac 2|2+ | + 2 = 2| ™| skokéw. To koficzy dow6d

indukcyjny.

7. 7 warunkéw zadania mamy

1 1
xi:max{l,_lzi}, Vie{2,3,...} oraz 14 :max{l,mn}.
71— n

Zatem

1 1 1 1 1
T = max{l, xn} = max{l, max{l, xn_l}} = max{l, xn_l} =...= max{l, xl}.
n n n—1 n(n —1) n!

Stad 1 = 1, a to tatwo daje pozostate rozwigzania

x1:x2:...:xn:1.

8. Nie. Dla a = b = —1, ¢ = d = 3 rozwazajac uzyskane réwnanie (mod 3) otrzymamy, ze
r=y=2z=1=0,alea, b, ci d nie sa tego samego znaku.

9. Przypusémy, ze wsrod uzyskanych 10 sum zadna nie powtarza sie wiecej niz dwa razy. Dodajac
cztery liczby, z ktérych kazda rowna sie 0 lub 1 mozemy uzyskaé¢ 5 mozliwych wynikow: 4, 3, 2,
1 lub 0. Poniewaz wszystkich sum jest 10, wigc kazda z nich musiataby wystapi¢ doktadnie dwa
razy. Tymczasem wsrod uzyskanych 10 sum nie moga sie pojawi¢ dwie réwne 4 i jednoczesnie
dwie réwne 0. Jesdli bowiem sume 4 uzyskamy dodajac liczby z pewnej przekatnej, to na tej
przekatnej musza wystepowaé same jedynki. W efekcie otrzymamy co najwyzej jedng sume
réwna 0 (te na drugiej przekatnej). Jesli natomiast wynik 4 otrzymamy dodajac cztery jedynki
stojace w pewnej kolumnie, to sume 0 mozemy uzyska¢ jedynie dodajac cztery zera w innej
kolumnie. Wobec tego druga sume 4 oraz druga sume 0 uzyskamy dodajac liczby stojace w
pozostatych dwoch kolumnach. Wtedy jednak w wierszach otrzymamy cztery sumy réwne 2.
Analogicznie rozumujemy, jesli wynik 4 uzyskamy sumujgc cztery jedynki stojace w pewnym
wierszu. Uzyskana sprzecznosé dowodzi, ze co najmniej trzy uzyskane sumy sg jednakowe.

10. a* +0' + (a + ) =2(a* + ab+ 1*)? = 2(* + cd + d*)* = & + d* + (e + d)™.
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11. Dla p = 3 dziata. Dla p > 3 widzimy, ze f(n + 1) = f(n)? — pf(n) + p, wiec z indukcji
f(n) =2pQ,(p)+1, gdzie @, (p) jest nieparzysta wartoscia pewnego wielomianu @ na p. Wobec
tego modulo 4 dostajemy sprzeczno$é. Dla p = 2 mamy f(n + 1) = (f(n) — 1)* + 1, wigc nie
moze by¢ kwadratem, gdzyz kwadraty dwoch liczb nie moga réznié sie o 1.

12. Na mocy powyzszej zaleznosci mamy

BM  BC 2-CL CL 0
MK 2-BK  BC  CM’

Ponadto z zatozen zadania wynika, ze trojkat BAC jest rownoramienny, skad uzyskujemy row-
nos¢ katow LK BM = ZMCL. Wraz z warunkiem (4) oznacza to, ze trojkaty KBM i MCL
sa podobne (cecha bok-kat-bok). Korzystajac z tego podobiefistwa otrzymujemy

/KML =180°—- /BMK — /LMC = 180° — /BMK — /MKB = /KBM (2)
oraz
KM KB KB 3)
ML MC BM’

Zaleznosci (5) 1 (6) dowodza, ze trojkaty KM L i KBM sa podobne (cecha bok-kat-bok), co
implikuje réwnosé

/BMK =/ZMLK. (4)
7, drugiej strony rownosé¢ katow wpisanych opartych na tym samym tuku daje
IMLK = ZQLK = ZQPK. (5)

Laczac zaleznosci (7) 1 (8) stwierdzamy, ze ZBM K = ZQPK, skad wprost wynika réwnoleglosé
prostych BC'i PQ.

13. Podstawienie y = —1 daje f(—=1) =1 =2 — 1+ f(—x — 1) czyli f(x) = 2 + ¢ dla pewnego
¢ € R. Sprawdzamy, ze dla dowolnego ¢ € R taka funkcja spetnia warunki zadania.

14. Dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej k przyjmijmy n = (p — 1)(kp — 1). Wéwezas na
podstawie malego twierdzenia Fermata otrzymujemy

o —p =2 V=) () (kp—1)= 1" —(=1)-(=1)=1—-1=0 (mod p),

skad wynika, ze liczby n zdefiniowane powyzszym wzorem spetniaja warunki zadania.

15. Niech w - okrag o $rednicy AI przecina o- opisany na AABC w punkcie P’. Z lematu o
trojlidciu wiemy, ze $rodek okregu 7 - opisanego na ABIC jest srodkiem tuku BC' okregu o. Z
twierdzenia o trzech osiach potegowych zastosowanego dla o, w 7 stwierdzamy, ze: BC', AP, oraz
prosta styczna do w i 7 w punkcie [ przecinaja sie w jednym punkcie S’. Oczywiscie 1.5 1 Al
(bo AI jest prosta taczaca srodki w oraz 7 wiec S =5’ czyli P = P'.

16. Wypehijmy pola danej szachownicy liczbami w nastepujacy sposob:
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OO NN OO
== O = = O =] =
== O = = O = =

= = O = = O = =

OO N OO N OO
—| = O = =] O = =

= = O = = O = =
el R Rl R Y

Wéwcezas kazdy klocek przykrywa pola o tacznej sumie 2. Wobec tego suma liczb wpisanych w
pola przykryte przez 21 klockow wynosi 42, zas suma liczb we wszystkich polach jest réwna 44.
Zatem jedynymi polami o zadanej wtasnosci moga by¢ tylko cztery pola z liczba 2. W istocie
maja one takg whasnosé: kazde z nich jest srodkiem pewnej szachownicy 5 x5 i po jego usunieciu
mozna ja pokry¢ 8 klockami; pozostata czes¢ wyjsciowej szachownicy rozpada sie na prostokaty
3 X 513 x 8, ktére oczywiscie réwniez mozna pokry¢ klockami.
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2.1.2 Grupa starsza

1. Algorytm ktéry zapewnia Alfredowi zwyciestwo jest nastepujacy: najpierw odrzuca na bok
wszystkie pudetka w ktorych jest doktadnie 10 obudow i 30 wktadow. Sposrod pozostatych znaj-
duje on takie pudetko w ktérym jest co najmniej 10 obudéw (gdyby wszystkie pudetka miaty
mniej niz 10 obudéw to nie uzyskaliby$émy tacznie 1000 obudéw). Potem wybiera on drugie pu-
detko w ktérym jest co najmniej 30 wktadow. Za pomoca jednego ruchu zamienia zawartosci tak
uzyskanych pudetek tak, aby w jednym byto doktadnie 10 wktaddéw i 30 dtugopisow. Postepujac
tak z kazdego poczatkowego ustawienia jest on w stanie otrzymacé zadany stan w co najwyzej
99 operacjach.

Przyktad, gdy 99 pudetek jest pusta, a w jednym jest 1000 wktadéw i 3000 dtugopiséw pokazuje,
ze liczba ruchéw 99 jest minimalna. U

2.Zatézmy, ze ny, na, ... ny beda roznymi pierwiastkami g, wtedy ny—ns| f(n1)—f(n2)| f(f(n1))—
f(f(n2)) = ny — ny Dostalismy wiec, ze: f(n1) — f(n2) = £(ny — ny). Zalézmy, ze istnieje taki
pierwiastek ns rézny od nq, ne, ze: f(ny) — f(ng) = ny — ng oraz f(n3) — f(n1) = ny — nz. Po
dodaniu stronami dostajemy +(ng — ny) = 2n; — ng — n3 co oczywiscie jest sprzeczne.

Udowodnili$my wiec, ze dla kazdego i wartosci jednego z wielomianéw r_(z) = f(x)—x, ri () =
f(x) + = w punktach n; sa réwne. Implikuje to, ze k < n co jest teza U

3. Odpowiedz: m € P. Jesli m = 2n lub m = 3n otrzymujemy, ze n | 1, co jest niemozliwe
(przypadki gdy m = 2, 3 sa jasne). Zalézmy, ze m nie jest wielokrotnoscia liczb 2 lub 3 jednakze
nie jest liczba pierwsza tzn. m = (2k+ 1)gdla g € Pik € N (k # 1,q > 3). Dlan = kq

widzimy, ze
kq\ _, (kg—1)(kg—2)---(kg—q+1)
n)(<q>_k (g —1)! ’

co jest sprzeczne z warunkami zdania. Zatem m € P. Bez trudu stwierdzamy, ze

| n n n—1
n = .
m — 2n 3In—m \m—2)’

gdyz NWD(n,3n —m) = 1 oraz NWD(n,m) = 1. O

4. Udowodnimy najpierw lemat:

Niech w bedzie okregiem opisanym na AABC. Punkty P, @) sa izogonalnie sprzezone wzgledem
tego trojkata. Prosta AP przecina w w punkcie M. Niech prosta QM przecina BC w E, wtedy
PE || AQ.

Niech prosta AQ) przecina w, BC' odpowiednio w punktach N, H. Z tego, ze P, () sa izogonalnie
sprzezone dostajemy: ACHN ~ ANACM oraz ACPM ~ AQCN. Stwierdzamy stad, ze: HN -
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AM = CM-CN = QN-PM. Korzystajac z réwnolegtoéci M N i BC oraz poprzednich wnioskéw
MP NH

MA ~ NQ MQ’

dostajemy: czyli PE || AQ co chcielismy pokazaé.

Wr6émy do naszego zadania. Niech X bedzie przecieciem AP z okregiem opisanym na AABC,
a M przecieciem Al z tym samym okregiem. Prosta M X przecina BC' w punkcie T'. Z potegi
punktu i lematu o trojlisciu stwierdzamy, ze okrag opisany na AT X jest styczny do prostej
Al. Oznaczmy przez K punkt przeciecia tego okregu z prosta BC.

Rozwazajac inwersje wzgledem okregu o srodku w M i promieniu M B dostajemy, ze ZXTK =
LXAI. Mozemy wiec zapisaé, ze ZXIK = ZXAI. Co wigcej LKXIT = ZKIM = ZIXP (
dostajemy to liczac katy w AXTA. Zauwazmy teraz, ze /PIK =90° — ZKIM = 90° — AK%
co dowodzi, ze I jest érodkiem okregu dopisanego do AX K P.

Dostalismy wiec, ze PI jest dwusieczna /K PA, czyli PK || AQ co daje K = D. Prosta Al
jest dwusieczng kata PAQ czyli w czworokat AP D@ mozna wpisa¢ okrag o srodku w I. Teraz
juz tatwo przeliczy¢ katy i pokazaé¢, ze ZDI(Q) = 90°. U
5. W rozwigzaniu bedziemy korzysta¢ z oznaczenia potegi zstepujace;j

nE=n(n—-1)...(n—(k—1)).

Wéwcezas (Z) = 7. Zauwazmy, ze

() =5 =50 = () 2 S = (O 6 )0

Roéwnowaznie (?) = (”) . (”*Z)/G) Oznacza to, ze

A n—j %

NwD ("), (" ><n)=”—
() 0)=5-3

Z nieréwnosci n/2 > j wynika, ze ? > 2, ;L%ll > 2, ..., ?:((5:11)) > 2. Mnozac te nieréwnosci
stronami otrzymujemy '

nt -

i

co nalezalo udowodnié.

6. Na podstawie dobrze znanego lematu dwusieczne ABC i MON tng sie na okregu opisanym
na trojkacie AM N. Wobec tego teza wynika z twierdzenia Miquela.

7. Zliczajac liczbe par (a, C'), gdzie C jest kwadratem 2 x 2 i a jest biatym polem C. Dochodzimy
do wniosku, ze jest ona parzysta. Jednkaze kazdy biaty kwadracik przy brzegu wystepuje w
dwdbch parach akazdy wewnatrz w 4 parach. Ponadto istnieja 3 biate kwadraty w rogach i kazdy
jest w doktadnie jednej parze, wiec liczba wszystkich takich par jest nieparzysta. Sprzecznosc.
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8. Indukcja. Dla n = 1 teza jest oczywista. Przypusémy, ze teza jest prawdziwa dla liczb m < n.
Zauwazmy, ze

1 2
(n+1)an+n—2i_an_1+...+a020 oraz (n+2)an+1+n;—an+..‘+a0:0.

Zatem

n n+1 n—+ 2 " {
(4 Z)mss i:zoa (n+1—2 n+2—2) i:zoa(nJrl—Z)(”Jrz_Z)

9. Udowodnimy, ze najwieksza mozliwa liczba partii w miescie réwnosci wynosi 2". Istotnie
jezeli oznaczymy kobiety przez ki, ks, ..., k, oraz mezczyzn przez mi, ms, ..., m,. To mozemy
skonstruowaé¢ 2™ partii po jednej dla dowolnego podzbioru S liczb {1,2,...,n}. Podzbiorowi
S ={s1, 82,...,8:} przypisujemy partie Ps = {ks,, ksy, ..., ks,, Mgy, Mgy, ..., Mg, . Widzimy, ze
wowcezas warunki zadania sg spetnione.

Udowodnimy teraz, ze nie da sie skonstruowaé¢ wiecej niz 2" partii. Zalézmy dla dowodu nie
wprost, ze istnieja partie Pi, P, ..., Ponyq 0 zadanych wtasnosdciach. Z zasady szufladkowej
Dirichleta wynika, ze przynajmniej dwie sposrod tych partii maja taki sam zbiér mezczyzn. Bez
straty ogélnosci przyjmijmy, ze sa to P, 1 P,. Wspoélny zbiér mezezyzn oznaczymy przez M zas
zbiory kobiet to odpowiednio K; i Kj. Z zalozen wynika, ze |M| = |K;| = |K3| ponadto do
obu partii P; i P, nalezy tyle samo mezczyzn co kobiet, stad |M| = |K; N K3|. Ostatecznie
|K1| = |K3] = |Ky N Ky, stad K7 = Ks. Oznacza to, ze partie P; i P, maja ten sam zbiér
cztonkéw, co jest sprzeczne z zalozeniem. Otrzymana sprzecznosé¢ dowodzi tezy zadania.

n
10. Zauwazmy, ze wyjsciowa nieré6wnos¢ przeksztatca sie do Z

i=1
nieré6wnos$¢ Cauchy’ego Schwarza w formie Engela dostajemy:

a; n
>
2—a; 2n-—1

, czyli stosujac

En: a; S 2 i _ 1
a(2 — a;) - 250 ap — >0 a? 2 na

i=1 i %

Wystarczy teraz zauwazyc¢, ze na mocy nieréwnosci pomiedzy srednig arytmetyczna i kwadra-

towa mamy 7, a? > % dostajemy zadang nieré6wnosc.

11. Niech obraz symetryczny okregu opisanego na AAPQ bedzie styczny do BC'w D. Niech T’
bedzie przecieciem okregéw opisanych na AAPQ, ABDP, ADCQ (punkt Miquela). Zauwaz-
my, ze ZBTD+ /DTC = ZBPD + ZDQC'". Uwzgledniajac, ze ZPDQ = ZPAQ i liczac katy
w czworokacie APD(Q dostajemy, ze /BTC = ZBOC czyli BPOC jest cykliczny.

Styczno$é okregdéw opisanych na AAPQ oraz ABOC w punkcie T" wynika z nastepujacej réw-
nosci katow:

/PTB = /PDB = /PQD = /PQT + /TQD = /PQT + /TCD.
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12. Jezeli n = 1 to teza jest spetniona. Niech teraz n > 2. Definiujemy funkcje

f(n) = min{e™ (n) = 2},

keN

Niech n = 2!p{t - p§* - - - p2=. Udowodnimy poprzez indukcje dwa nastepujace wzory na f(n) (w
zaleznosci od tego czy [ > 0)

fln) = f@prps? . p) = (1= 1)+ arf(p) + arf(p2) + ...+ s f(ps),
f(n) = f(p"py?...ps°) = arf(p1) + arf(p2) + ... + asf(ps).

Zauwazmy, ze z powyzszego wynikaja nastepujace wzory
f(ab) = f(a) + f(b) gdy co najmniej jedna z liczb a, b jest nieparzysta.
f(ab) = f(a)+ f(b) +1 gdy obie liczby a, b sg parzyste.

Przechodzimy do dowodu indukcujnego. Jezeli n = 2! to f(n) = [—11i powyzsze wzory zachodza.
Jezeli n jest liczba pierwsza nieparzysta to powyzsze wzory sa oczywiscie spetnione. Przypusémy,
ze n jest liczba nieparzysta wowczas mamy
f(n) = fle(n) + 1= fpr'ps> pd ™ (o = D(p2 = 1) .. (ps — 1))
T )+ (= D) b+ f(pe— 1)+ (s— 1)+ 1.

7 zalozenia indukcyjnego otrzymujemy, ze powyzsze wyrazenie jest rowne

(1 =D f(pr) + .+ (s = D) f(ps) + flo(p1)) + - + [(@(ps)) + 5.

Ostatecznie uwzgledniajac fakt, ze f(o(p;)) = f(p;) — 1 dostajemy

avf(pr) + - 4 asf(ps).

Analogicznie rozumowanie przeprowadzamy, gdy n jest liczbg parzysta.

Udowodnimy teraz, ze dla dowolnego n zachodza nieréwnosci 3/ > n, gdy n jest liczbg
nieparzysta, oraz 2 -3/ > n, gdy n jest liczbg parzysta. Stosujemy indukcje ze wzgledu na n.
Dla n = 2! mamy f(n) = [ — 1 i mamy pokazaé, ze 2-3!=1 > 2. Ta nieréwnos¢ jest réwnowazna
z 371 > 2171 i jest oczywidcie spelniona. Jezeli n jest nieparzysta liczba pierwsza, to

3

S(p—1)>p.

3/ () — 3fle)+1 > 5

Niech teraz n = p{'p3'...pSs, bedzie liczba nieparzysta. Mamy
3/ — 320, il i)

Stosujemy zalozenie indukcyjne i otrzymujemy, ze powyzsze wyrazenie jest wigksze od

Qs __

p‘lll ngps n.

Analogicznie przeprowadzamy dowdd dla n parzystego.
Ostatecznie mamy, ze 2 - 3/ > n dla dowolnego n. Wréémy do rozwigzania zadania. Skoro
©®(n) =1to k> f(n)+1. Oznacza to, ze 3¥ > 37+ > 2.3f(") > n_ co nalezato udowodnic.
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13. Oznaczmy $rodki bokéw BC, BA odpowiednio przez K, L. Wiemy, ze H.C' || AH,, H. K ||
AL, KC || LH, czyli odpowiednie boki AKCH,., ANALH, sa réwnolegte. Oznacza to, ze
trojkaty te posiadaja $rodek jednoktadnosci, ktory jest przecieciem CH,, AH., KL co implikuje
teze.

14. Ustalmy n € N, i podstawmy za m := f(n), dostajemy
f@)? + f(n) [ f()f(f(n)) +n= f(n) [n=>f(n) <n dlaneN,.

Z powyzszej nierownosci widzimy, ze f(1) = 1.

W wyjsciowej podzielnosci podstawmy teraz m := n, otrzymujemy
n?+ f(n) | nf(n) +n=n’+ f(n) <nf(n) +n=n’—n< (n-1)f(n),

stad f(n) > n dlan > 2, co w polaczeniu z nieréwnoscia n < f(n) dla n > 1 i réwnoscia
f(1) =1 daje nam jedyne rozwiazanie:

f(n)=n dlan e N,.

15. Pokazemy, ze istnieje taka permutacja ag, a1, . . ., ag,—1 zbioru (ko, k1, ..., kon—1), ze wielomian
Ao @™ 4 op_ 122" + ... 4+ ap = 0 nie ma pierwiastkéw catkowitych.

Zat6zmy, ze dla kazdej permutacji (ag, ...as,) tak skonstruowany wielomian posiada pierwiastek.
Bez straty ogélnosci zalézmy, ze |kon| > |ki|, 1 = 0,1,...,2n — 1. Rozwazmy wielomian:

P(x) = kon@®™ + agn_12® "+ .. +ag (%)
gdzie ag, ay, ..., as,—1 jest pewna permutacja (ko, k1, ..., kon—1). Wtedy dla |z| > 2, zachodzi:
|k2nl’2n| > |a2n_1x2"_1| + ...+ |CLO|

Oznacza to, ze jedynymi catkowitymi pierwiastkami (*) moga by¢ x € {—1,0, 1}. Latwo spraw-
dzi¢, ze jedyna mozliwoscia jest © = —1. Jako, ze mozemy przepermutowaé (ko, ki, ..., kan—1) jak
tylko chcemy, wnioskujemy, ze kg = k1 = -+ = ko,,_1. Jednak wtedy P(—1) = ky, # 0, a to jest
sprzeczne z zalozeniami.

16. Drzielac kazda Sciane szeScianu na 20 kwadratéow jednostkowych otrzymujemy na kazdej
$cianie 192 = 361 punktéw bedacych wierzchotkami podziatu. Zatem istnieje 3-361 = 1083 pro-
stych réwnoleglych do pewnej krawedzi szescianu i przechodzacych przez pare takich punktow.
Zauwazmy teraz, ze kazda taka prosta przecina wnetrza parzystej liczby klockéw. Rzeczywiscie,
niech [ bedzie odcinkiem takiej prostej zawartym w szeScianie i niech k£ bedzie réwnolegta do
niej krawedzia szescianu. Wezmy pod uwage prostopadtoscian P, ktérego krawedzie sa réwnole-
gle do krawedzi szeScianu, przy czym dwiema z tych krawedzi sa k i [. Wowczas cze$¢ wspolna
prostopadtoscianu P z dowolnym klockiem, ktoérego wnetrza nie przecina [, ma objetosé¢ 0, 2
albo 4, czyli objetos¢ parzysta. Z kolei czesé wspolna prostopadtoscianu z klockiem o wnetrzu
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przecietym przez [ jest szeScianem jednostkowym (taki klocek musi leze¢ ,prostopadle” do ).
Jednak objetos¢ prostopadtoscianu P jest liczbg podzielng przez 20, a wiec parzysta. W zwiazku
z tym liczba klockow, ktorych wnetrza przecina [, musi by¢ parzysta. Wszystkich klockow jest
2000. Wobec tego najwyzej 1000 sposrdéd 1083 rozwazanych prostych moze przecina¢ wnetrze
pewnego klocka, co konczy rozwigzanie.
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2.1.3 Supergrupa

1. Definiujemy multiplikatywna funkcje f(n) = W oraz dla pary (a,p) (p € P) g(a,p) =

1)2(1-1)2 :
w. zauwazamy, ze dla rozktadu liczby n na czynniki pierwsze n = [ p;* mamy f(n) =

[Tg(ci, p;). Wobec tego S jest zbiorem takich n = [[p;?, ze f(n) = [1g(,p;) > % Badajac
przypadki dochodzimy do wniosku, ze gdy n ma jeden dzielnik pierwszy, to to mamy mozliwosci
n = 2',22 23 31 32 5!, 71, Rozwazajac inne przypadki, gdy 3 + n dochodzimy do wniosku, ze
[Tg(as,pi) > % > 1% a to jest mozliwe gdy n = 12. Wobec tego S ma skonczenie wiele elementow.
https://www.hmmt.co/static/archive/february /solutions/2015/hmic.pdf

2. Lemat:
Dany jest wielomian W stopnia n taki, ze dla kazdej liczby catkowitej m liczba W (m) jest
liczba catkowita. Pokazac, ze istnieja liczby catkowite ag,aq,...,a, takie, ze dla kazdej liczby

rzeczywistej x zachodzi rownosé

W(z) :an@ +an1<nf1> +...+a0<‘g>,

gdzie dla dowolnej liczby rzeczywistej x i liczby catkowitej dodatniej n definiujemy

n n!

Dowod: Zastosujemy indukcje wzgledem n. Dla n = 1 jest to oczywiste, zatézmy wiec, ze n > 1.
Rozpatrzmy wielomian

Q(x) =Pz +1) — P(x).

Widzimy, ze na mocy warunkéw zadania dla kazdej liczby catkowitej n liczba Q(n) jest cal-
kowita, ponadto stopien wielomianu () wynosi doktadnie n — 1. Zatem na mocy zatozenia in-
dukcyjnego istniejg liczby catkowite ag, aq, ..., a,_1 takie, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej x
zachodzi rownos¢

P(z+1) - P(z) = Q(x) :aM(nfl) +an2<nf2> +...—|—a0<g).

Ustalmy teraz m € Z i zauwazmy, ze
P(im)=P0)+Q(1)+Q2)+... +Q(m —1).

Wykorzystujac powyzsza réwnos¢ oraz dobrze znang wlasno$¢ wspotezynnikéw dwumianowych

Newtona : . .
(0)+< >+...+<m— >:( m ) dla m.n €N
n n n n+1

P(z) = an1<x> +an2<n ’ 1) T +a0<913> + P(0) dlaz€Z

otrzymujemy, ze
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a poniewaz powyzsza réwnos¢ zachodzi dla nieskonczenie wielu liczb to zachodzi dla kazdej
liczby rzeczywistej. Indukcja konczy dowdd.

Powracajac do zadania: Na podstawie lematu dostajemy, ze m dzieli n!. Jednakze tatwo znalez¢
taki wielomian dla m = n!.

3. Niech prosta prostopadta do OI, przechodzgca przez A’ przecina AB, AC odpowiednio w
punktach P, Q. Jak wiemy £I,DP = ZPA'la czyli czworokat DPA'I, jest cykliczny, analo-
gicznie I,QFEA’ jest cykliczny. Stwierdzamy wiec, ze LA'QIl, = LA'El, = /I, DA" = Z/I,PA".
Dostajemy wiec, ze AI, PQ jest réwnoramienny, wiec A’ jest Srodkiem odcinka PQ.

Niech K, L bedg spodkami dwusiecznych wewnetrznych w AABC poprowadzonych odpowied-
nio z wierzchotkow B, C. Znane jest, ze KL 1 OI, (dowdd polega na rozpatrzeniu inwersji
wzgledem okregu dopisanego). Oznacza to wiec, ze prosta AA’ potowi odcinek K L.

Przytoczmy nastepujacy lemat: Dany jest P lezacy wewnatrz AABC. Oznaczmy przez D, E, F
przeciecie PD, PE, PF odpowiednio z BC, AC, AB. Oznaczmy przez () punkt lezacy we-
wnatrz ADFEF. Proste DQ, EQ, FQ przecinaja FF, FD, DE odpowiednio w punktach
X, Y, Z. Wtedy proste AX, BY, CZ sa wspotpekowe.

Dowdd polega na rozpatrzeniu przeksztatcenia rzutowego ktore przeksztatca P na $rodek ciez-
kosci AABC'. Wtedy teza lematu wynika wprost z jednoktadnosci.

Stosujac nasz lemat dla $rodka okregu wpisanego w AABC oraz $rodka ciezkosci trojkata ze
spodkow dwusiecznych otrzymujemy teze. Il

4. Rozumowanie indukcyjne. Dla & = 1 teza oczywista. Biorac aq,as, ..., a1 réoznych liczb
naturalnych zauwazamy, ze

3 _ ai+1(ak+1 - 1)2

adtai .. tap <P+ 4+ 4 (g — 1) 1

7 ktorej wynika, ze
3 (.3 .3 3 5 2 7 5 6
dajyy(ay + a3+ 4 ap) < agy(arpn — 1) = agpy +agyy — 2054,
czyli
7 5 3 (.3, 3 3 6
Ay + Ay > dag 4 (a) + a3 + o+ ap) + 245,

Dodajac powyzsza nierownos¢ do zatozenia indukcyjnego dla k dostajemy szukang nieréwnosé
dla k + 1.

5. Wiemy ,ze
k

[ +pi+p] + -+ pf) =20 =2p7 - - - it

=1
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Zaloézmy, ze, oy jest liczbg nieparzysta. To implikuje, ze

p1+ 114 py+pi+ - opi 20,
wiec p1+1 jest dzielnikiem 2n. Poniewaz p; > 1, ze jakis dzielnik musi dzieli¢ p; + 1. Oczywiscie,
p1+ 1 < p3,pa,- -, pr. Jedyna mozliwosca taka, ze po dzieli p; + 1 jest, gdy ps = p1 + 1 wiec,
(p1,p2) = (2,3). Mamy p; = 2 1 py = 3, wiec 6|n. Rozpatrujac nieréwnosé

s(n):2n>n+g+%+%+1:2n+l,

dochodzimy do sprzecznosci

6. Definiujemy kolekcje szczescianéw c(x,y, z) w M,, w [0,n]® wraz z ich przecigciami [0, n]* z
plaszczyznami z = y = n, x = 0 tak, ze

o jesli ¢(z,y,2) € M,,iz>1,t0c(x,y, k) € M dla wszytskich k € {0,...,2z —1}

o jeslic(z,y,z) e Miz<m—2,toc(zr+1,y,2) € M (jeSliz <n—2)iclx,y+1,2) e M
(jesliy <mn —2).

Nastepnie pokazujemy, ze istnieje 1 — 1 odpowiednios¢ miedzy M, i A i operacja f obraca
element z M,, o 60°.
http://www.artofproblemsolving.com/community/c6h546347p3161952

7. Mozemy zalozy¢ , ze a; = by dlal € {0,1,... , m+n— NWD(m,n)}. Niech F' i G oznaczaja
funkcje tworzace ciagéw {ag}rso 1 {bx}rs0- Wowcezas F(X) = (1 — X™)7'P(X) i G(X) =
(1 — X")~'Q(X) dla pewnych wielomianéw P i @ stopni co najwyzej odpowiednio m — 1 i
n — 1. Wielomin (1 — XNWPmn)) dzieli wielomiany (1 — X™) i (1 — X™), wiec dla pewnego
wielomianu R stopnia co najwyzej m +n — NWD(m,n) — 1 zachodzi réwnosé¢ F(X) — G(X) =
(1—X™7(1 - XM)(1 — XNWPm) R(X), jednakze z zatozenia R(X) = 0, wiec ciagi sa
roéwne.

8. Niech /BAC = 2a, LZABC =208, ZACB = 2~. 7 prostego rachunku na katach dostajemy,
ze L1,0Q =90°—~, LPBI, =90°—(3, Z/BPI, = Z1,QC = 90° —«. Czyli APBI, ~ AQCI,.

Niech R bedzie odbiciem I, wzgledem P. Wiemy, ze APBI,UR ~ AQI,CU L. Oznacza to, ze
/PI,K = Z/ZPRB = ZI1,L(Q). Udowodnilismy wiec, ze ZKI1,P+/LI,(Q = 90°+a = 90°+%.
Punkt I, lezy na dwusiecznej /K AL wiec na mocy powyzszego lematu implikuje to, ze I, jest
srodkiem okregu wpisanego w AAK L, czyli KL jest styczna do w.

9. Przypusémy, ze wielomian P jest stopnia n. Wykorzystujac interpolacje Lagrange’a znajdu-
jemy wielomian ) € Q[X] taki, ze Q(x) = a, dla x € [0,n]. Oczywicie istnieje taka liczba
catkowita k, ze kQ) € Z[X]. Pokazemy, ze wielomian @) spetia warunki zadania. Niech x > n.
Mamy

kq: = kg (mod x —m) m € ZN][0,n].
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Poniewaz m — n|kQ(m) — kQ(n) dla m,n € N (m # n) to wykorzystujac wlasnos¢ postac
wielomianu ) i powyzsza kongruencje widzimy, ze

kg = kQ(z) (mod z —m) m € ZN][0,n],

stad
kq. = kQ(z) (mod NWW(z,z —1,...,2 —d)).

Jednakze NWW( | )
x,r—1,...,0—1i)(x

N —1,...,2—i1—1)=N N —1,...,x—1),x—i—1) = d —

WW(z,z—1,...,2—i—1) WW(NWW (z,z—1,...,2—1),x—i—1) cd NWW (w2 — 1,2 — 1),

NWW(z,z —1,...,2 —i)(x —i —1) - NWW(z,z —1,...,2 —i)(x — 1 — 1)

“oged(z(x—1) - (x—i), (x—i—1)) ~ (1+ 1)
cyjnie pokazujemy, ze

. Zatem induk-

w(x—l)---(x—n)‘

NWW(z,z —1,...,0 —n) > nl(n — 1)l 1!

Poniewaz wielomiany P i () maja stopiefi n, to od pewnego miejsca (powiedzmy = > N) zachodzi

nieréwnosc

z(zx—1)---(x —n)
knl(n —1)!--- 1!

Wobec tego dla pewnego L, dla « > L mamy ¢, = Q(x), stad juz tatwo wynika teza.
http://www.artofproblemsolving.com/community /c6h57388p353086

Qz) + > P(x).

10. Niech proste PI;, Ply, PZ przecinaja okrag opisany na ABC odpowiednio w punktach
M, N, T. Z lematu, ze $rodki jednoktadnosci dwoéch okregéw oraz ich srodki jednoktadnosci
tworza czwérke punktéw sprzezonych harmonicznie stwierdzamy, ze: P(Z,U; I, I5) = 1. Prze-
rzucajac ten dwustosunek na okrag opisany na AABC' stwierdzamy, ze czworokat AMT N jest
harmoniczny.

Oznacza to, ze prosta AP jest symediang w AAMN. 7 drugiej strony M, N sa $rodkami
tukow AB, AC, wiec nie zalezg od wyboru punktu P, czyli punkt T réwniez nie zalezy od
wyboru puntu P. Dostaliémy zatem, ze wszystkie tak skonstruowane proste przechodza przez
staty punkt T co konczy dowdd.

11. Stosujmy indukcje ze wzgledu na sume wszystkich elementéw zbioru A . Przechodzac do
kroku indukcyjnego rozwazmy zbiér A = {aq,as,...,a,}. Jezeli wszystkie elementy zbioru A
sg parzyste, to stosujac zatozenie indukcyjne do zbioru %A otrzymujemy zbiér By o odpowied-
nich wtasnosciach; wowczas zbior B ztozony z dwukrotnosci wszystkich elementow zbioru By
oczywiscie spetnia teze. Zaktadamy, ze w zbiorze A istnieja liczby nieparzyste; niech an biorac
najmniejszy z nich najmniejszy z nich konstruujemy odpowiednie zbiory.

Mszana 2011 zadanie 31

12. Ustalmy £ jako wymiar S, i niech p bedzie liczbg pierwsza p = 1 (mod k), ktéra pdzniej
jeszcze poprawimy. Poniewaz S jest wolny, to istnieje g takie, ze zaréwno g* = 1 (mod p) jak i
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(1—¢)* =1 (mod p). teraz wezmy p = 2 (mod 3), wtedy wielomiany z* — 1i (1 —2)* — 1 sa
wzglednie pierwsze u dla pewnych p, ¢ € Z[x] mamy

p(@)(a" = 1) +q(2)(1 - 2)* —1) =n

dla jakiejs$ liczby catkowitej n. Wiec istnieje g taka, ze lewa strona znika (mod p), jesli p fn,
to podgrupa jest wolna. Zatem bierzemy p > n, zp =1 (mod k) i p =2 (mod 3) na podstawie
Dirichleta i mamy teze.

http://www.artofproblemsolving.com/community /c6h587305p3476292
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2.2 Mecz matematyczny

2.2.1 Grupa Srednia

1. Wystarczy zauwazy¢, ze

2. Zauwazmy, ze z warunku n jest nieparzysta wynika istnienie takich liczb k, [, m, ze xp >
x; > x, (inaczej gdy x1 > o mielibySmy z7 > xo < x3 > 24... co prowadzi do sprzecznosci).
Wiemy wiec, ze liczby te spelniaja nieréwnodé: 2zpx; > 27 + 22, z czego dostajemy, czyli:

2 2 ~ 2 | 2
jir%axn(Qmjij) > 2wy > x] + XL, > i:n{unn(:vi + $i+1)jg%axn(2$j$j+1)

3. Zauwazmy, ze funkcja f(z) = 0 jest rozwigzaniem. W przeciwnym przypadku istnieje takie
¢, ze f(c) # 0. Przypusémy, ze dla pewnych a,b mamy f(a) = f(b). Woéwczas wstawiajac
r = ¢, Yy = a mamy:

flef(a)) + f(f(e) + fla)) = af(c) + fc+ f(a))

Podstawiajac © = ¢, y = b dostajemy

fef () + [(f(e) + f(b)) = bf(c) + f(c + f(b))

Korzystajac z f(a) = f(b) I poréwnujac obie nieréwnosci otrzymamy af(c) = bf(c), czyli a, b,
co oznacza, ze funkcja jest roznowartodciowa.
Podstawmy teraz x = 0,y = 1. Otrzymujemy

FO)+ F(F(0) + F(1)) = f(0) + f(f(1))
czyli f(f(0)+ f(1)) = f(f(1)). Réznowartosciowos¢ daje nam teraz f(0) = 0.

Podstawiajac y = 0 dostajemy f(f(x)) = f(x), co z r6znowartosciowosci daje f(x) = x.

Odp: f(z)=0U f(x) ==

4. Liczba 5™ ma w zapisie dziesietnym nie wiecej niz n cyfr: 5% = ¢y + ¢ - 10 + ¢ - 10?2 + ... +
Cn_1 - 101, przy czym niektére cyfry ¢; mogg byé zerami. Przypuéémy, ze k jest najmniejsza
liczbg naturalna, dla ktoérej ¢, = 0. Rozwazmy liczbe 5" + 10% - 57%. Liczba ta ma w zapisie
dziesietnym postaé cg + ¢ - 10+ ...+ cp_y - 10571 +5.10% + ..., gdzie ¢; # 0 dla i < k. Jedli
ktoéras z dalszych cyfr tej liczby jest réwna zeru, np. ¢, = 0 przy pewnym r > k, ale ¢; # 0 dla
j < 7, to rozwazamy liczbe 5" + 10% - 57=F + 10" - 5", ktéra w zapisie dziesietnym ma r + 1
kolejnych cyfr réznych od zera.
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W wyniku takich operacji otrzymamy liczbe, w ktoérej zapisie dziesietnym niezerowe sg cyfry
odpowiadajace rzedom 1, 10, 102, 10"~!. Ponadto liczba ta nie przekracza 5 + 10 - 5"~¢ 4 10% -
5P 24 41075 = 51 4-2.5" 422574 4277 L5 = (1424224, . 42771 = 57(2"—1) < 10™.

Jest to wiec liczba majgca w zapisie dziesietnym doktadnie n cyfr réznych od zera. Jest ona
przy tym wielokrotnoscia liczby 5", gdyz powstaje przez dodanie do 5" sktadnikéw postaci
10% . 57k = 57 . 2k ktére sg wielokrotnosciami liczby 5.

5.

6. Latwo zauwazy¢, ze wszystkie permutacje zbioru 1,2, 3, ..., p mozna potaczyé w grupy tak,
aby w kazdej bylo p elementéw oraz mq,m naleza do jednej grupy wtedy I tylko wtedy, gdy
(i) — ma (i) = m1 (1) — m2(i) mod p dla kazdej pary ¢, j. Innymi stowy sa to grupy

Oczywiscie wszystko modp. Teraz wezmy pewne k < p . Popatrzmy na sumy pierszych k ele-
mentow w kazdej z permutacji w pewnwj grupie. Sa to liczby

(1) +7(2)+... +7n(k)

(1) +n2)+...+7(k)+k

(1) +7(2)+...+7(k) + 2k
cdots

() +n2)+...+7k)+(p— 1Dk

Przypu$émy, ze pewne dwie sumy przystaja do siebie mod p, powiedzmy 7(1) + 7(2) + ... +
w(k)+ik=n(1)+7(2)+ ...+ 7w(k) + jk. Wtedy oczywiscie p | (i — j)k, ale liczby k oraz i — j
sa mniejesze od p i dodatnie (bso i > j), co daje sprzecznosé. Widzimy wiec, ze kazde z tych
sum sg parami rézne, a jest ich p, czyli doktadnie jedna z nich dzieli sie przez p
Ponadto da dowolnej permutacji 7 mamy

p(p+1)

1)+ 7@+ 4wp) =142+ +p ="

, czyli suma wszystkich elementow jest podzielna przez p. W kazdej grupie jest zatem doktadnie

p—1+p = 2p—1 liczb podzielnych przez p. Grup mamy % = (p—1)!, czyli tacznie (p—1)!(2p—1)
liczb podzielnych przez p, nasza $rednia wartos¢ to frac(p — 1)!(2p — 1)p! = %.
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7. Numerujemy pola pierwszego rzedu cyklicznie: 1,2,3,5,4,6,1,.... W kazdym kolejnym rze-
dzie numery pél zwiekszamy o 1 modulo 6. Srodkowe pole ma wéwczas numer 2.

Kazdy prostokat pokrywa pola o réznych numerach, a tymczasem szachownica zawiera 309 pol
z numerem 1, 307 pél z numerem 2, 308 pdl z kazdym z numerdéw 3, 4, 5, 6.

8. Dla kazdego n niech F), bedzie liczba permutacji zbioru {1, 2, ..., n} z wymagana wlasnoscia
- nazwijmy je permutacjami dobrymi. Dla n = 1,2, 3 kazda permutacja jest dobra, zatem F} =
1, Fr, =2, F3=6.

Niech n > 3 1irozwazmy jakakolwiek dobra permutacje (ay, as, . .. a,) zbioru {1,2,... n}. Wtedy
n — 1 musi by¢ dzielnikiem liczby

2(a1+as+-+ap1) =2((14+2+---+n)—a,) =n(n+1)—2a, = (n+2)(n—1)+ (2 —2ay,).

Zatem 2a, — 2 jest podzielne przez n — 1, wigc jest réwne 0 lub n — 1 lub 2n — 2. To oznacza, ze

a, =1 lub an:n—;l lub a, =n

Zalézmy, ze a, = (n + 1)/2. Poniewaz permutacja jest dobra, dla k = n — 2 otrzymujemy, ze
n — 2 jest dzielnikiem

2(a1+ag+ - Fan—2) = 2((14+2+- - -+n)—ap—an—1) = n(n+1)—(n+1)—2a,_1 = (n+2)(n—2)+3—2a,_;.

Zatem 2a,,_1 — 3 jest podzielne przez n —2, wiec jest rowne 0 lub n—2 lub 2n —4. Oczywiscie nie
moze by¢ réwne 0 ani 2n — 4, bo 2a,_1 — 3 jest nieparzyste. Pozostata mozliwos¢ (2a,_1 — 3 =
n — 2) prowadzi do a,—1 = (n+ 1)/2 = a,, co nie moze by¢ prawdziwe, bo (ay,as, .. .a,) jest
permutacja. Zatem a, = 1 lub a,, = n.

Jezeli a, = n, to (ay,as,...a,_1) jest dobra permutacja zbioru {1,2,...,n — 1}. Jest F,_;
takich permutacji. Dotaczenie a,, do konca takiej permutacji tworzy dobra permutacje zbioru
{1,2,...,n}.

Jezeli a, =1, to (a3 — 1,a9 — 1,...a,_1 — 1) jest permutacja zbioru {1,2,...n — 1}. Jest takze
dobra permutacjg, bo liczba

2((@1—1)+(a2—1)—|—---+(ak—1)):2(a1—|—a2+---+ak)—2k

jest podzielna przez k dla k < n — 1. I znowu, kazda z F),_; dobrych permutacji (b, bs,...b,_1)
zbioru {1,2,...,n— 1} tworzy dobra permutacje zbioru {1,2,...,n}, ktérej ostatnim wyrazem
jest 1, konkretniej (by + 1,69+ 1,...,b,—1 + 1,1).

Zatem jest F,,_; dobrych permutacji koniczacych si¢ na 11 Fj,_; dobrych permutacji konczacych
sie na n, co daje zaleznoéé F,, = 2F,,_;. Zaczynajac od 3, otrzymujemy wzér F,, = 3-2"2 dla
n > 3.

9. Oznaczmy przez R punkt przeciecia DW z AB. Niech proste KA, LB przecinaja sie¢ w
punkcie S (jezeli istnieje). Z tego, ze LZAW B = 180°— ZADB oraz ZADB = ZABS dostajemy,
ze ZAW B = 90° + #. Jako, ze W lezy na dwusiecznej ZBS A oznacza to, ze punkt W jest
srodkiem okregu wpisanego w AABS. Dostajemy wiec, ze ZWAR = LSAW = LADW (jezeli

S jest punktem w nieskonczonosci to ta réwnos$é jest trywialna) oznacza to, ze okrag opisany
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na APAR jest styczny do AW. Implikuje to, ze prosta AR jest antyrownolegta do AD w kacie
AW P. Jako, ze WK jest symediang w AAW D to P jest Srodkiem AR.

Analogicznie pokazujemy, ze RQ) = QB czyli PQ = %AB co oczywiscie jest state.

10. Niech P bedzie punktem symetrycznym do H wzgledem M. Czworokat BHCP jest row-
nolegtobokiem, zatem BP || CH L AB i analogicznie CP L AC. To oznacza, ze na czworokaty
KBPH oraz LCHP sa cykliczne, czyli /PKH = /PBH/PCH = /ZPLH. Widzimy, ze

trojkat K LP jest rGwnoramienny, a H jest spodkiem wysokosci, co daje teze zadania.

11. Proste BCs5, C' B, przecinaja sie w punkcie I bedacym srodkiem okregu w. Proste BC, CB;
przecinaja si¢ w punkcie 7" bedacym odbiciem D wzgledem [. Niech X bedzie przecigciem
prostych B1Cy i BC. Z twierdzenia Menelaosa dostajemy réwnosc¢ %~ gf% . gi& = 1. Oznaczajac
przez Y punkt przeciecia CyBy z BC' widzimy, ze teza jest rGwnowazna pokazaniu réwnosci:

BC, IB, BC, TB

C,] B,C C,T BC

7 drugiej strony wiemy, ze stosunek pol trojkatéw podobnych jest rowny kwadratowi skali podo-
bienstwa. Rozwazajac trojkat prostokatny BDI dostajemy gf} = ]13)?22 Postepujac analogicznie
dla pozostalych trojkatow dostajemy:

BC, IB, BD® ID*> BD> TD* BC, TB

C,I B,C DI> DC?® DT DC?® C,T B,C

co byto do pokazania.
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2.2.2 Grupa starsza

2. Niech b, bedzie takim ciagiem, ze b, = a,, + 2 dla kazdego n. Podstawiajac to do naszego
roOwnania dostajemy b, 1 = bn b" L. Ponadto by = 4, b, = 6. Przez prostg indukcje udowadniamy
b, = 21113 " odzie (F) Jest ciggiem Fibonacciego. Zbadajmy teraz dzielniki liczb a,, — 1 =
b, — 3 = 21130 3 = 3(2F»—1 131 1), Oczywiscie jest to liczba podzielna przez 3, ale
nie przez 2. Wezmy teraz liczbe pierwsza p > 3. Jedli znajdziemy takie n, ze p — 1 | Fj,_1 + 1
oraz p— 1| F,, — 1. Rozwazmy ciag Fibonacciego mod p — 1. Mamy skonczenie wiele par reszt
mod p — 1, zatem dla pewnych k,[ zachodzi Fy, = F; Fy.1 = Fj11. W ciagu Fibonacciego dwa
kolejne wyrazy jednoznacznie generuja kazdy nastepny oraz kazdy poprzdni wyraz, czyli ten ciag
jest okresowy mod p—1. Oznaczaja przez c dhugos$é tego okresu mamy F, = Fp =0 mod p—1
oraz F..y = F1 =1 modp—1. To oznacza, ze F, 1 =1—-0=1oraz Fce—2=0—-1= —1
mod p — 1. Podstawiajac n = ¢ — 1 dostajemy to o chcieliSmy. Odp: Wszystkie p > 2.

4.
5. Udowodnimy najpierw lemat:

Dana jest dodatnia liczba wymierna = < 1. Pokazad, ze istnieja takie o, g, -« - ay, Ze min(ay, g, ... ay)
jest dowolnie duze oraz:

n
Tr = ZOQ‘.
1=1

Zastosujemy nastepujacy algorytm. Niech r € Z, takie, ze % <z < ﬁ Zauwazmy, ze jezeli

1

r=2% B -2 =P W ten sposob dostalismy utamek o mniejszym mianowniku. Wiemy

q q v qr
rowniez, ze - > p;Tq czyli postepujac analogicznie nigdy nie powtérzymy juz raz uzytej liczby
r. Co wiecej W kazdym kroku mianownik utamka bedzie sie zmniejszal, az w koncu dojdzie do

1.

Udowodniliémy tym samym, ze dla x € (0,1) istnieje co najmniej jedno przedstawienie z w

postaci sumy odwrotnoéci réZnych liczb catkowitych. Niech oy, ao,...a,) beda tymi liczbami.
Zauwazmy, ze % = n+1 + oD Zakladajac wiec, ze a3 = min(qy, ao,...q, i zamieniajac a%

wedtug wzoru dostajemy nowa reprezentacje x z mniejszym minimum, co konczy dowod.

Wréémy do naszego zadania. Wiemy, ze f(1) = 1. Oznacza to, ze dla k > 2 f(k) >
Niech n > 2. Korzystajac z naszego lematu dla x = 1 — = dostajemy 1—==3" i dme
min(ay, ag,...0n) > (k:—i—l) Zauwazmy, zel= 7_‘_21 | o Oraz 1 = T+1+n n1+1 +ZZ Lo

wlasnosci funkcji f mamy: f s f ; € Z oraz +1 + n(n+1 5+ 2k fa € 2 Dostahsmy
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wice, ze: = — n%rl — m € 7. Z nier6éwnosci f(k) > 2 dostajemy wiec:

Whioskujemy stad, ze funkcja f jest rosnaca, czyli f(n) > n. Wystarczy teraz ponownie sko-
rzystaé z tego, ze 1 = % + 3" ai > ﬁ + 3" ﬁ € Z.. Jezeli f(n) > n to powyzsza
nierowno$¢ byltaby ostra, co oczywiscie nie jest mozliwe. UdowodniliSmy tym samym, ze jedyna

funkcja spelniajaca warunki zadania jest f(n) = n.

6. Rozwazmy ogdlniejsza sytuacje. Pokazemy, ze gdy liczba rzedéw w tabliczce czekolady jest
nie mniejsza od liczby kolumn, to Maciek ma strategie wygrywajaca. Dowod tego faktu przepro-
wadzimy indukcyjnie ze wzgledu na liczbe kolumn. Gdy mamy jedng kolumne, Radek nie moze
wykonaé¢ pierwszego ruchu, wiec Maciek wygrywa. Rozwazmy teraz tabliczke o n wierszach i
m < n kolumnach. Radek w swym pierwszym ruchu musi ja podzieli¢ na dwie czesci: n X k i
n x [, gdzie k+1 = m. Bez straty ogdlnosci przypuéémy, ze k < [. Woéwcezas Maciek moze odciaé
kwadrat o boku £ z kawatka n x k. Wtedy Radek musi wykonaé¢ swoj ruch majac do dyspozycji
kawatki: (n — k) X k, k X k, n x [. Zauwazmy jednak, ze n > m >l oraz n > m = k + 1 > 2k,
wiec n—k > k. Na kazdym z tych kawatkéw osobno Radek przegra (zalozenie indukeyjne), wiec
moze zosta¢ zmuszony przez Macka do rozpoczynania gry na kolejnych kawatkach i ostatecznej
kapitulacji.

7. Pokazemy najpierw, ze istnieja a,b > 1 takie, ze a, b i a 4+ b sa jednego koloru. Przypusc-
my przeciwnie. Nazwijmy kolory czerwony i niebieski. Bez straty ogdlnosci zatdézmy, ze 1 jest
niebieskie. Jesli nie istnieje juz zadna inna liczba niebieska, to w oczywisty sposob dostajemy
sprzecznos¢, wiec istnieje pewna liczba niebieska - n. Wowczas n + 1 oraz n + 1 sa czerwone.
Gdyby 2 bylo czerwone, to dostalibySmy w ten sposéb czerwona tréjke (2,n — 1,n + 1) - za-
tem 2 jest niebieskie. Skoro 1 i 2 sa niebieskie, to 3 jest czerwone. Analogicznie jak poprzednio
wnioskujemy, ze istnieje pewna liczba niebieska wieksza od 4 - niech bedzie to n. Wéwczas n— 1
oraz n + 2 sg czerwone. Jednak wowczas trojka 3,n — 1,n + 2 jest czerwona i speklia zalozenia
zadania. Sprzecznosé.

Analogicznie mozemy wykazac, ze istniejg a, b > n+1 spelniajace zatozenia zadania, rozpatrujac
zamiast zbioru N zbiér (n + 1)N, gdzie kN = {n : n = km,m € N}.

8. Zastosujmy indukcje ze wzgledu na sume wszystkich elementéw zbioru A. Dla sumy réwnej
1 teza jest prawdziwa.

Przechodzac do kroku indukeyjnego rozwazmy zbiér A = {ay,aq,...,a,} Jezeli wszystkie ele-
menty zbioru A sg parzyste, to stosujac zalozenie indukcyjne do zbioru A" = {%al, %az, ceey %an}
otrzymujemy zbiér B’ o odpowiednich wtasno$ciach 1. i 2.; wéwezas zbiér B ztozony z dwukrot-
nosci wszystkich elementéw zbioru B’ oczywisScie spetnia teze. Przypusémy zatem, ze w zbiorze
A istnieja liczby nieparzyste; niech a,, bedzie najmniejsza z nich.

WeZzmy pod uwage zbior A" = {a),d)...,a!,_,}, gdzie dla i = 1,2,...,n — 1 przyjmujemy
a;, = %ai, jezeli a; jest liczba parzysta, albo a; = %(ai — ay), jezeli a; jest liczba nieparzysta.
Zbiér A’ ma sume wszystkich elementéw mniejszg niz zbiér A (przy czym tych elementéw moze
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by¢ mniej niz n—1, gdyz moze mie¢ miejsce rownos¢ a; = a’, jesli jedna z liczb a;, a; jest parzy-
sta, a druga nieparzysta). Na mocy zalozenia indukcyjnego istnieje zbiér B’ majacy nie wiecej
niz n — 1 elementéw, o wlasnosciach 1. i 2., odpowiadajacy zbiorowi A’. Dodajac kilkukrotnie
do zbioru B’ element wiekszy od sumy dotychczasowych elementéw otrzymamy, nie naruszajac
wlasnosci 1. 1 2., zbiér B” o doktadnie n — 1 elementach.

Wykazemy, ze w tej sytuacji n-elementowy zbiér B ztozony z liczby a, oraz dwukrotnosci
elementéw zbioru B” spelnia warunki zadania. Wlasnosé 1. jest spelniona, bowiem dwa réz-
ne podzbiory zbioru B o jednakowych sumach elementow musiatyby - z uwagi na parzystosc¢
wszystkich elementéw oprocz a, - jednoczesnie zawieraé liczbe a, lub jej nie zawierac; wtedy
jednak usuwajac w razie potrzeby a, z obu zbioréw uzyskalibySmy sprzecznosé: réwne bylyby
sumy dwukrotnosci elementéw roéznych podzbioréw zbioru B”. Z kolei wlasno$é 2. dla zbioru
B wynika z faktu, ze kazdy element zbioru A jest postaci 2z lub 2z + a, dla pewnej liczby
x € A, a kazda z takich liczb 2z jest suma parzystych elementéow zbioru B. Rozwigzanie jest
wigc zakonczone.

9. Niech X, Y, Z beda srodkami okregéw opisanych na ABHC, ANCHA, ANAH B. Zauwazmy,
ze punkt O jest ortocentrum tréjkata XY Z. Co wiecej prosta Y Z jest symetralng odcinka
AH. Oznacza to, ze w symetrii wzgledem Y Z prosta OH przejdzie na prostag AA;. Oznacza
to, ze punkt przeciecia prostych AA;, BB,, CC} jest punktem anty-steinerowskim prostej O H
wzgledem AXY Z z czego wynika teza.

Uwaga: punktem anty-steineroskim prostej [ przechodzacej przez ortocentrum AABC wzgledem
AABC nazywamy punkt przeciecia odbié¢ prostej | wzgledem bokow AABC. Punkt ten lezy
na okregu opisanym na AABC. Dowdd polega na przeliczeniu katow.

10. BSO P lezy blizej B niz Q. Oznaczmy przez X punkt przeciecia EF z (O)(ABC) (blizej B
niz C).

Niech w; bedzie okregiem o $rednicy BC'. Nietrudno pokazaé, ze w inwersji wzgledem tego
okregu (O(ABC) przechodzi na O(BHC). Ponadto O(M EF) przechodzi na prosta EF. To
oznacza, ze w tej inwersji punkt X przechodzi na P, czyli X € M P.

Niech D bedzie spodkiem wysokosci z A. Woéwcezas AH - HD = BH - HE = CH - HF = r?.
Rozwazmy przeksztalcenie bedace ztozeniem symetrii wzgledem H oraz inwersji o srodku w H
i promieniu . W tym przeksztalceniu (O(ABC) przechodzi na QO(DEFM), a prosta EF na
okrag opisany na BHC, czyli X przechodzi na Q. W szczegdlnosci X € HQ).

Widzimy ze wszystkie trzy proste z tezy przechodza przez X, co konczy dowdd.

11. Zauwazmy, ze na czworokacie AC' A;C mozna opisaé okrag. Oznacza to, ze istnieje inwersja
wzgledem sfery o srodku w punkcie S taka, ze Ay — A i C; — C. Niech w tym przeksztalceniu
By — By oraz Dy — Ds. 7 tego, ze na czworokacie BD B; D, mozna opisa¢ okrag stwierdza-
my, ze B1Dy || BaDo (prosta BiD; jest antyréwnolegta do ByDs). Z drugiej strony punkty
Ay, By, C1, Dy, S lezg na sferze, czyli A, C, Bs, D5 leza na jednej ptaszczyznie. Oznacza to,
ZGBQZB, DQZD

7 drugiej strony na ostrostupie SABC'D mozna opisac sfere ktéra wzgledem tej inwersji przejdzie
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na ptlaszczyzne A;B1C1D; co nalezalo udowodnic.
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2.2.3 Supergrupa

1. Jako, ze 1 jest m krotnym pierwiastkiem wielomianu f mamy (z—1)%"|(z—1)"|f(z), implikuje
to f(z) = (x — 1)*"r(z). Rozpatrzmy ten wielomian w ciele Fy. Wtedy f(z) = 2"+ ...+ z +1
oraz f(z) = (2" —1)r(x) (bo z poréwnania wspélezynnikéw mamy (z —1)2° = 22" — 1 w F,).
Przy kazdym x* dla k < n stoi w wielomianie f jedynka. Oznacza to, ze wielomian 7(x) musi
mieé¢ stopiefi co najmniej 28 — 1. W innym przypadku wspoétczynnik przy jednomianie zdes”+1
bytby zerowy. Udowodniliémy wiec, ze n = deg f => 2F + degr > 2F +degr; > 2¥1 — 1 co
byto nasza teza.

2. Ze znanego lematu o mixtilinear incircle wiemy, ze prosta T, przechodzi przez srodek tuku
BC' okregu opisanego na AABC' czyli z twierdzenia o dwusiecznej i twierdzenia sinusow mamy:
g—g = g;z = %. Rozpisujac te réwnosci stosunkow cyklicznie i korzystajac z twierdze-
nia Cevy (najpierw normalnego a potem trygonometrycznego) dostajemy, ze teza zadania jest

rownowazna ze wspotpekowoscig AT,, BT,, CT..

7 drugiej strony na mocy twierdzenia o zlozeniu jednoktadnosci proste te przechodza przez
srodek jednoktadnosci okregu wpisanego i opisanego na AABC, co konczy dowdd.

3. Niech ilo$¢ wierzchotkéw, krawedzi i Scian w grafie plenarnym G. Pokazemy indukcyjnie po
ilodci wierzchotkow, ze teza zadania jest prawdziwa. Dla V' = 1,2, 3 ona jest oczywista. Zatézmy
wiec, ze V > 4.

Ze wzoru Eulera wiemy, ze V — E 4+ F' = 2. Przypisujac kazdej krawedzi $ciane dostajemy
nieréwnos¢: 2F > 3F'. Laczac te dwie rzeczy dostajemy nierownosé: 3V — 6.

Co wiecej $redni stopien wierzchotka w tym grafie wynosi % , co aplikujac wczesniejszg nie-
rownosé daje % < W < 6. Oznacza to, ze w grafie G istnieje wierzchotek v stopnia co

najwyzej b.

Rozwazmy graf G’ powstaly w skutek usuniecia wierzchotka v (wraz z wychodzacymi krawe-
dziami) z G. Z zasady szufladkowej Dirichleta wiemy, ze istnieje taki kolor, ze wierzchotek v
sasiaduje z co najwyzej 1 wierzchotkiem w tym kolorze (po pokolorowaniu grafu G’ ). Kolorujac
v tym kolorem mamy pewno$¢, ze nie powstanie nam jednokolorowy cykl co konczy dowod.

4. 7 twierdzenia Dirichleta istnieje taka liczba pierwsza p ktora daje reszte —1 z dzielenia przez
12. Wezmy n = 2p - gb(%) Zauwazmy, ze 3* =1 mod p — 1, a 2" = 1%1 +1 modp — 1.
Pierwsza nieréwno$¢ wynika z tego, ze NWD(p — 1,3) = 1 oraz ¢(21) = ¢(p — 1)|n, natomiast
druga z tego, ze n Z1 mod p — 1 (bo n jest parzyste).

Dostali$my wigc, ze b3" = b mod p oraz a*" = 41 - a. Mamy wigc, ze p|b & a. Liczby a, b sa
dodatnie, czyli z tej podzielnosci dla odpowiednio duzej liczby p wnioskujemy a = b co konczy
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dowod.

Dodatkowo: Jezeli dopuscimy mozliwosé, ze a = b to w tym przypadku wyjsciowa podzielnosé
przybiera forme n|a?" +b%" = a*" (1+a3"~2"). Oznacza to, ze dla odpowiednio duzych n zachodzi
podzielno$¢ m|1 + a®" %",

Wstawiajac ponownie n = 2p - gb(%) dostajemy ze p|l + o’ czyli liczba a jest niereszta
kwadratows dla kazdego odpowiednio duzego p przystajacego do —1 modulo 12. Jezeli a posia-
datoby inny dzielnik pierwszy niz 2 lub 3 to na mocy prawa wzajemnosci reszt kwadratowych i
twierdzenia Dirichleta dostajemy sprzecznos¢.

Pozostaje wiec przypadek gdy a = 2+3'.

5. Niech W(z) = z(z—2) - - (x—2p-1) (x—2,) Wtedy: f'(z) = i

n

Jezeli f'(w) =0 to albo w = z; i teza zachodzi, albo )
i=1

W — Z;

Przytoczmy pewien lemat: Dane sg liczby zespolone 2y, zs,... 2, lezace po jednej stronie proste;j
[ przechodzacej przez 0. Wtedy zaréwno 2y + 2o + - - - 2, # 0 oraz i + i +-+ Zi #0.

Pierwsza suma jest oczywista, natomiast wszystkie punkty Zl = |§"‘2
(2 K2

prostej I’ bedacej obrazem [ w symetrii wzgledem osi rzeczywistej.

beda leze¢ po jednej stronie

Jezeli w lezataby poza otoczka wypukty tych punktéw to réwnowaznie istniataby taka prosta
przechodzaca przez w, ze wszystkie pierwiastki W leza po jednej stronie tej prostej. Oznacza to,
ze liczby zespolone w — z; leza po jednej stronie prostej przechodzacej przez 0. Na mocy naszego
lematu daje to teze.
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