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Wstep

Niniejsza broszura zawiera wszystkie zadania z obozu wraz z rozwiazaniami.



TresSci zadan

Zawody indywidualne grupy mtodszej

1. Na boku AC tréjkata ABC wybrano punkt E, a na odcinku BE - punkt
D. Wiadomo, ze CE = CD = BE, BD = AE. Wykazaé, ze B > 60°.

2. Dana jest liczba naturalna & > 1. Suma pewnego dzielnika liczby k i
pewnego dzielnika liczby k — 1 jest réwna a, przy czym a > k + 1. Wykazad, ze
przynajmniej jedna z liczb a — 1 1 a + 1 jest zlozona.

3. Dodatnie liczby x,y, z spelniaja warunek:
zy +yz + zax + 2xyz = 1.
Wykazaé, ze 4o +y + 2z > 2.
4. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag. Przekatne czworokata przecina-

ja sie w punkcie K. Okrag przechodzacy przez punkty A, B, K przecina odcinek
BC w punkcie M, za$ odcinek AD w punkcie N. Wykaz, ze KM = KN.

5. Dane sa takie liczby naturalne dodatnie a i b, ze p = 8a + 19b jest liczba
pierwsza. Wykaz, ze liczba n = ab — 7a — 18b + 1 nie jest podzielna przez p.
6. Przedstaw liczbe

(14 +4)- (54 +4)- (92 +4)-...-(69* +4)- (73 +4)
(34 +4) - (T4 +4)- (114 +4) ... (T14 +4) - (75% + 4)

w postaci ulamka zwyklego nieskracalnego.

7. W grupie A jest 25 0séb, w grupie B 29 0s6b, a w grupie C 33 osoby.
Gdy spotkaja sie dwie osoby z réznych grup, natychmiast obie przepisuja si¢ do
trzeciej grupy. Czy mozliwe jest dojscie do sytuacji, ze wszystkie osoby znajda
sie w tej samej grupie?

8. Udowodnij, ze jezeli wielomian f(z) = 2+ a23+bx?+cx+d ma wszystkie
pierwiastki rzeczywiste, toa =b=c=d = 0.

9.Dla jakich wartosci « istnieje niestala funkcja f : R — R spelniajaca
warunek f(a(z+y)) = f(z) + f(y) dla dowolnych liczb rzeczywistych z,y?



10.Wysokosci AH; i BH> tréjkata ostrokatnego ABC' przecinaja sie w
punkcie H. Punkty X i Y sa odpowiednio srodkami odcinkéw AB i CH. Wy-
kazaé, ze proste XY i HiHs sa prostopadte.

11. Udowodnij, Ze jezeli jeden z pierwiastkéw réwnania ax® + bz +c=0 o
wspoélczynnikach wymiernych jest iloczynem dwéch pozostalych pierwiastkow,
to jest on liczbg wymierna.

12. Udowodni¢, ze

a b c d

2
< a+b+d+a+b+c+b+c+d+a+c+d<

gdzie a, b, ¢, d sa dowolnymi dodatnimi liczbami rzeczywistymi.



Zawody indywidualne grupy Sredniej

1. Czy w dowolnym grafie na n wierzcholkach i e krawedziach istnieje pod-
graf dwudzielny zawierajacy co najmniej 5 krawedzi?

2. Dany jest tréjkat ostrokatny ABC taki, ze AB = AC. Punkt M jest
srodkiem odcinka BC. Punkt N jest srodkiem odcinka AM. Niech P bedzie
rzutem punktu M na prosta CN. Wykazaé, ze S BPA = 90°

3. Udowodnié, ze kazda liczbe nie wigksza niz n! mozna zapisaé jako sume
co najwyzej n dzielnikéw liczby n!.

4. W kazdy wierzchotek o$mioécianu foremnego wpisano liczbe 0 lub 1 lub
2. Nastepnie na kazdej $cianie napisano sume liczb z wierzchotkow, ktére wy-
znaczaja te Sciane. Pokazaé, ze na pewnych dwoch Scianach napisano te sama
liczbe.

5. Niech Qo(x) =1, Q1(x) = z oraz

B %—1(@ -1
Qn(x) - Qn—?(x)

Wykazaé, ze jesli n jest liczba calkowita, to @, () jest wielomianem o wspél-
czynnikach catkowitych.

6.W tréjkacie ABC kat $ABC jest rozwarty. Punkt F lezy na boku AC,
przy czym AF = BF oraz $FBC = 90°. Punkty D i E sa odpowiednio
srodkami bokéw AB i BC. Prosta przechodzaca przez punkt F' i rownolegla
do AB przecina prosta DE w punkcie G. Dowies¢, ze

SGCB = 4ACD.

7. Dany jest czworokat wypukly ABCD. P jest punktem przeciecia prze-
katnych tego czworokata. Wykazaé, ze:

V' Pagcp > \/Paps +V/Peprp
gdzie Px oznacza pole figury X.



8. Czy istnieje taka dodatnia liczba calkowita n, dla ktorej liczbe 2™ moz-
na przedstawi¢ w postaci sumy co najmniej dwoch kolejnych dodatnich liczb
catkowitych? Odpowiedz uzasadnij.

9. Dane jest n > 3 czerwonych punktéw w przestrzeni. Niektore z nich sa
polaczone zielonymi odcinkami, w sumie odcinkéw jest k.

Krzysztof i Iza graja w gre: Iza wybiera dwa punkty: startowy w ktérym
umieszcza pionka i koncowy.

Nastepnie wykonuja na zmiane ruchy zaczynajac od Krzysztofa: najpierw
Krzysztof porusza pionka po istniejacym odcinku, potem Iza usuwa jeden, do-
wolny odcinek. Gra konezy sie gdy Krzysztof nie moze juz zrobié¢ ruchu (wtedy
wygrywa Iza) lub Krzysztof dojdzie pionkiem do punktu koncowego (wtedy
wygrywa Krzysztof).

Dla danego n znajdz takie najwieksze k, ze Iza ma strategie wygrywajaca,
niezaleznie od tego ktére z punktow sa potaczone odcinkami.

10. Znalez¢ wszystkie pary liczb catkowitych dodatnich m,n spetniajacych
rOwnanie
10" =n®+1

11. Dana jest liczba catkowita dodatnia n. Wyznaczy¢ wszystkie liczby
rzeczywiste dodatnie x, ktére spelniaja rownanie:

(n—1)-2" +1=n-g" !

12. 2018 dzieci stoi w kotku. Na poczatku jedno z dzieci trzyma 2018 prezen-
tow mikotajkowych. Gdy dziecko trzyma co najmniej 2 prezenty, moze oddaé
po jednym dzieciom stojacym obok. Czy mozliwa jest sytuacja w ktorej kazde
dziecko bedzie trzymac¢ po jednym prezencie?



Zawody indywidualne grupy starszej

1. Udowodnié, ze kazda liczbe nie wieksza niz n! mozna zapisaé jako sume
co najwyzej n dzielnikéw liczby n!.

2. Przekatne trapezu ABCD o podstawach AB oraz CD przecinaja sie w
punkcie E. Punkt P lezy wewnatrz tego trapezu, przy czym

SAPD = $BPC = 90°

Wykazaé, ze punkty P i E leza na prostej prostopadlej do podstaw danego
trapezu.

3. Alicja i Bob graja w gre. Alicja siada przy okraglym stole z n miejscami.
Nastepnie Bob podaje jej ciag n — 1 liczb naturalnych. W kazdej turze Alicja
musi przesunaé si¢ w prawo lub lewo o doktadnie tyle miejsc ile wynosi i-ta licz-
ba w ciaggu Boba. Dla jakich n Bob jest w stanie zmusié¢ Alicje do odwiedzenia
wszystkich miejsc?

4.W tréjkacie ABC kat $ABC jest rozwarty. Punkt F lezy na boku AC,
przy czym AF = BF oraz <FBC = 90°. Punkty D i E sa odpowiednio
srodkami bokéw AB i BC'. Prosta przechodzaca przez punkt F' i rownolegla
do AB przecina prosta DE w punkcie G. Dowieéé, ze $GCB = SACD.

5. Dany jest najmniejszy zbiér X, ktéry spelnia nastepujace wlasnosci:
1.2 € X,

2. n € X wtedy i tylko wtedy gdy n? € X,

3. (n+5)? € X wtedy i tylko wtedy gdy n € X.

Wyznaczy¢ wszystkie liczby n € ZT, ktére nie naleza do X.

6. Rozstrzygnaé czy istnieje funkcja f : RT — RT spetniajaca nieréwnosé

F@)? = fla+y)(f(z) +y)

dla kazdych liczb rzeczywistych dodatnich x,y.

7. Dane jest n > 3 czerwonych punktéw w przestrzeni. Niektore z nich sa
polaczone zielonymi odcinkami, w sumie odcinkow jest k.
Krzysztof i Iza graja w gre: Iza wybiera dwa punkty: startowy w ktorym umiesz-
cza pionka i koncowy.



Nastepnie wykonuja na zmiane ruchy zaczynajac od Krzysztofa: najpierw Krzysz-
tof porusza pionka po istniejacym odcinku, potem Iza usuwa jeden, dowolny
odcinek. Gra konczy sie gdy Krzysztof nie moze juz zrobi¢ ruchu (wtedy wygry-
wa Iza) lub Krzysztof dojdzie pionkiem do punktu konicowego (wtedy wygrywa
Krzysztof).

Dla danego n znajdz takie najwigksze k, ze Iza ma strategie wygrywajaca,
niezaleznie od tego ktére z punktow sa potaczone odcinkami.

8. Pokazaé, ze kazda liczbe caltkowita dodatnia mozna zapisaé¢ jako réznice
dwoch liczb catkowitych dodatnich, ktére maja taka sama liczbe dzielnikéw
pierwszych.

9. Dany jest okrag w i prosta [ roztaczna z tym okregiem. Odcinek AB jest
srednicg okregu w prostopadla do [, gdzie B lezy blizej [ niz A. Dowolny punkt
C # A, B jest wybrany na w. Prosta AC przecina [ w punkcie D. Prosta DE
jest styczna do w w punkcie E, gdzie B i E sg po tej samej stronie prostej AC.
Niech prosta BE przecina l w I a prosta AF przecina w w G # A. Udowodnié,
ze odbicie G wzgledem AB lezy na prostej C'F.

10. Udowodnié, ze dla nieujemnych liczb rzeczywistych x, vy, z zachodzi nie-
réwnosé

V322 +ay+ 32 +yz+ V32 + 2 < 2@ +y + 2)

11. Na plaszczyznie umieszczono szes$¢ punktoéw w ten sposob, ze kazde trzy
sposrdd nich sa wierzchotkami tréjkata o bokach réznej dtugosci. Udowodnié,
ze najkrotszy bok pewnego z tych tréjkatéw jest zarazem najdhuzszym bokiem
innego z nich.

12. Dane sg liczby calkowite dodatnie n,d. Wykazaé, ze jesli d|22" + 1 to
d =2tk 4+ 1, gdzie k jest pewng liczbg catkowitg dodatnig.



Zawody indywidualne elity

1. Dany jest pétokrag Q o srednicy AB. Punkty C' i D leza na Q i BC,
odpowiednio tak, ze AD jest dwusieczna kata BAC. Symetralna odcinka AD
przecina 2 w punkcie E. Okrag o srodku w punkcie F i promieniu E A przecina
Q w punkcie X # A. Pokazaé, ze w czworokat ABXC mozna wpisaé okrag.

2. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f: Z*t — Z takie, ze f(a) > f(b) dla
wszystkich a,b € Z* takich, ze a | b oraz dla dowolnych a,b € Z* zachodzi
réwnosé

f(ab) + f(a® +b%) = f(a) + f(b).

3. Niech P bedzie skoniczonym zbiorem punktéw na plaszczyznie w kto-
rym odlegto$é miedzy dowolnymi dwoma punktami jest catkowita. Pokazad,
ze punkty w P mozna pokolorowaé na trzy kolory, tak aby odlegto$¢ miedzy
dwoma jednokolorowymi punktami byta parzysta.

4. Niech z, y i #z bedg liczbami rzeczywistymi dodatnimi takimi, ze z2 +
y? + 22 = 3. Pokazadé, ze

1+22  1+9? 1—|—z2>
z+2 T+ 2 y+ 2 -

5. W tréjkacie ABC punkty I i I, sa srodkami okregéw: wpisanego w i
A-dopisanego w4. Okregi te sa styczne do BC' odpowiednio w punktach D i
P. Niech w; i ws beda obrazami okregéw wpisanych w tréjkaty odpowiednio
APC i APB wzgledem $rodkéw bokéw AC i AB w tej kolejnoéci. Pokazaé, ze
AD jest osig potegowa wy i wo.

6. Niech p > 3 oraz p = 3 (mod 8) bedzie liczba pierwsza. Pokazaé, ze
istnieja liczby catkowite a, b, ¢ takie, ze

a>+bc=p oraz b<c<+/bp.

7. Dany jest trojkat rownoboczny ABC'. Punkt D lezy na boku AB. Okrag
o érodku w punkcie D i promieniu CD przecina CB i CA odpowiednio w
punktach E i F. Niech M bedzie srodkiem odcinka C'D. Pokazaé, ze

JAEC 4+ ¥BFC = SEMF.



8. Dany jest zbiér A sktadajacy sie z prostych na plaszczyznie. Wiadomo,
ze dla dowolnego podzbioru B zbioru A zawierajacego k? +1 (k > 3) prostych,
istnieje k punktow takich, ze dowolna prosta z B przechodzi przez co najmniej
jeden z tych punktéw. Pokazaé, ze mozemy wybraé¢ k punktéw takich, ze kazda
prosta A przechodzi przez co najmniej jeden z nich.

9. Dane sa liczby catkowite dodatnie r,a,b oraz liczby catkowite 1 < z1 <
2 < ... < z,. Ponadto spelnione sg nieréwnosci

H<1—;><Z<ﬁ(1—;> (1)

Pokazaé, ze

10. Niech 0 < a1 < a2 < az beda liczbami caltkowitymi. Pokazaé, ze istnieja
3 3

liczby calkowite x1, z2, x3 takie, ze Z |x;| > 0 oraz Z a;x; = 0 a takze
i=1 i=1

2
max |z;| < —=

\/ 1.
1<i<3 V3 as +

11. W tréjkacie ABC punkt P jest taki, ze AB + BP = AC + CP. Proste
BP i CP przecinaja AC i AB w punktach F i F, odpowiednio. Okrag opisany
na trojkacie BPC przecina proste AB i AC ponownie w punktach Z i Y,
odpowiednio. Pokazaé, ze istnieje okrag styczny do czterech okregdéw opisanych
na tréjkatach BPF, CPE, BEY, CFZ.

12. Ciag {an}n>1 definiujemy nastepujaco: a3 = 1, az = 2 oraz an41 jest
najmniejsza liczba, ktéra dotychczas nie wystapita w ciagu i nwd(ay,, any1) > 1.
Pokazaé, ze {a,}n>1 jest permutacja liczb naturalnych.

10



Mecz matematyczny grupy mtodszej

1. Znajdz wszystkie pary liczb catkowitych x i y, dla ktorych zachodzi

22 + 615 = 2v.

2. Na plaszczyznie znajduje sie 20182°18 punktéw, przy czym zadne trzy

nie sa wspoélliniowe. Kazdy z tych punktéow jest w jednym z trzech koloréw:
czerwonym, zielonym lub niebieskim. Wiadomo jest, ze kazdy kolor wystepuje
co najmniej raz. Pokazaé, ze istnieje trdjkat majacy wierzcholki wéréd tych
punktoéw, gdzie kazdy wierzcholek jest w innym kolorze i wewnatrz tego trojkata
nie ma innych punktéw.

3. Dany jest tréjkat ostrokatny ABC, w ktorym £ AC'B = 45°. Punkt O jest
srodkiem okregu opisanego na tréjkacie ABC, punkt H jest punktem przeciecia
wysokoéci trojkata ABC. Prosta przechodzaca przez punkt O i prostopadla do
prostej C'O przecina proste AC' i BC odpowiednio w punktach K i L. Pokazaé,
ze obwdd trojkata K LH jest rowny srednicy okregu opisanego na trdjkacie
ABC.

4. Liczby catkowite dodatnie a, b i ¢ spelniaja warunek
(a—0)* 4 (b—¢)* + (c — a)?® = 6abe.

Pokazaé, ze liczba a® + b + ¢® + 1 nie jest podzielna przez liczbe a + b+ ¢+ 1.

5. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite dodatnie n, dla ktérych obie liczby
n™ + 1 oraz (2n)?" + 1 s liczbami pierwszymi.

6. Dana jest kwadratowa plansza o rozmiarze 2018 x 2018. Dwoéch graczy
wykonuje na przemian ruchy w postaci wyboru koloru czarnego lub biatego i
postawieniu pionka w tym kolorze na jakims pustym polu. Gre wygrywa ten,
po ktoérego ruchu na planszy znajdzie si¢ ciag pieciu pionkéw w jednym kolorze
(poziomo, pionowo lub na skos). Stwierdzi¢, czy gracz pierwszy ma strategie

Wygrywajaca.

7. Niech a,b € Z i niech ¢ < d beda takimi kolejnymi liczbami catkowitymi,
ze zachodzi 16wnoéé a — b = a?c — b%d. Udowodnié, ze |a — b| jest kwadratem
liczby calkowitej.
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8. Dany jest tréjkat ABC. Niech O oznacza $rodek okregu opisanego na
tym tréjkacie, a H oznacza punkt przeciecia sie wysokosci tego trojkata. Punkt
A lezy po przeciwnej stronie prostej OH niz punkty B i C. Niech d4, dg, d¢
oznaczaja odleglosci odpowiednich wierzchotkéw tréjkata ABC od prostej OH.
Pokazaé, ze dy = dp + dc.

9. Dana jest plansza o rozmiarze 100 x 100. Ile maksymalnie (3, 1)-skoczkéw
mozna postawi¢ na planszy tak, aby zadne dwa skoczki siebie nie atakowaly?
(3,1)-skoczki atakujq siebie jezeli stojg na przeciwleglych wierzcholkach prosto-
kgta o rozmiarze 2 X 4.

10. Udowodnij, ze rownanie
m n k
(2+\/5) + (3+\/5) - (4+\/5)
nie ma rozwigzan w dodatnich liczbach catkowitych m, n, k.

11. Dany jest kat ostry XOY. Wewnatrz tego kata znajduja sic punkty A i
B, przy czym zachodzi L AOX = £BOY . Niech X 4, Xp oznaczaja rzuty pro-
stopadle punktéw A i B na prosta OX. Analogicznie, niech Yy, Yp oznaczaja
rzuty prostopadle punktéw A i B na prosta OY. Udowodnié, ze proste AB,
XaYp, XpYa przecinaja sie¢ w jednym punkcie.

12. Znajdz wszystkie pary liczb catkowitych x i y spelniajace réwnanie

225 + 47 =11

12



Mecz matematyczny grupy Sredniej

1. Znalezé wszystkie liczby rzeczywiste x spelniajace réwnosé:

§ +21° 7

12¢ + 18 6

2. Dana jest funkcja f, ktéra dla kazdej pary liczb rzeczywistych przyjmuje
wartosé rzeczywistg oraz dla dowolnych z,y, z € R zachodzi

flz,y) + fly,2) + f(z,2) = 0.

Udowodnié¢, ze istnieje funkcja g okre$lona na zbiorze liczb rzeczywistych i
przyjmujaca wartosci rzeczywiste, taka ze dla dowolnych liczb a,b € R spetnio-
na jest rownosc:

[f(a,b) = g(a) — g(b)
3. Wyznaczy¢ wszystkie wielomiany P o wspdélczynnikach rzeczywistych,
takie ze dla dowolnej liczby rzeczywistej x spelniona jest réwnosé

P(2%) = P(x) - P(z +2)

4. Dane sg liczby calkowite x, y oraz liczby pierwsze p, q, R, ktére spelniaja
réwnosé
e+ R-pg=y"

Udowodnié, ze przynajmniej jedna z liczb p, ¢ jest réwna R.

5. Udowodni¢, ze dowolna liczbe catkowita da sie zapisa¢ jako sume pieciu
sze$cianow liczb catkowitych.

6. Znalez¢ wszystkie liczby catkowite dodatnie n dla ktérych liczba
2"+ 777

jest kwadratem liczby catkowite;j.

7. Dana jest rodzina F podzbioréw zbioru 1,2,3,...,n majaca wiecej niz
2"~ ! clementéw. Pokazaé, ze istnieja dwa zbiory A, B € F takie, ze ich czesé
wspolna jest zbiorem pustym.
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8. Czy istnieje n postaci 2F — 1 dla pewnej liczby naturalnej k, ze wartosé
jakiegokolwiek ze wspolczynnikéw newtona (’;) dla 0 < i < n jest parzysta?

9. Alicja, Bartek i Cezary mieli do zrobienia n zadan. Po zrobieniu wszyst-
kich zadan byli ciekaw jak bardzo kolejnosc ich robienia zadan si¢ pokrywaly.
Pokaz, ze dwdjka z nich zrobila ¥/n zadan w tej samej kolejnosci.

10. Dany jest trojkat ABC oraz punkty D, E, F, ktére leza odpowiednio
na bokach BC,CA, AB. Proste AD, BE, C'F przecinaja sie w jednym punkcie.
Udowodnié, ze D jest srodkiem BC wtedy i tylko wtedy gdy FE|/BC.

11. Niech R oraz S beda réznymi punktami na okregu w przy czym odcinek
RS nie jest érednica w. Prosta [ jest styczna do w w punkcie R. Niech T bedzie
takim punktem, ze S jest srodkiem odcinka RT. Punkt J wybrano na krétszym
tuku okregu w w taki sposob, ze okrag opisany na tréjkacie JST przecina prosta
I w dwoéch punktach. Niech A bedzie punktem przecigcia okregu opisanego na
JST oraz prostej [, ktory lezy blizej punktu R. Prosta AJ przecina okrag w
w punkcie K. Wykazaé¢, ze prosta KT jest styczna do okregu opisanego na
tréjkacie JST.

12. Dany jest tréjkat ABC'. Niech H 4, Hp, Hc oznaczaja spodki wysokosci
opuszczone z odpowiednich wierzchotkéw tréjkata. Punkt X lezy na okregu
opisanym na tréojkacie HaHpHc. Punkty X4, Xp, X¢o to odbicia punktu
X odpowiednio wzgledem prostych BC, C'A, AB. Pokazaé, ze proste HaX 4,
HpXp, HoX¢ sa rownolegtle.
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Mecz matematyczny grupy starszej

1. Znalez¢é wszystkie wielomiany dwéch zmiennych P(z,y) o wspélezynni-
kach rzeczywistych, takie, ze

P(ab,c* +1) + P(bc,a® + 1) + P(ca,b* +1) =0

2. Pokolorujmy kazda liczbe catkowita dodatnia na czerwono lub na niebie-
sko. Udowodni¢, ze istnieje nieskoniczony ciag liczb catkowitych dodatnich a; <

az < az < ...<ap < ...taki, ze nieskoficzony ciag ar, U192 ay, 22498 g4, 9atas

jest ciagiem liczb catkowitych dodatnich pomalowanych na ten sam kolor.

3. Zdefiniujmy funkcje q-batq jako taka funkcje f : R — R, ze dla kazdych
v,y € Ra<y= f(z) < f(y) oraz dla kazdego z € R f2918(2) jest calkowite.
a) Czy istnieje taka funkcja g-bata f, ze f(z) jest calkowite tylko dla skoriczenie
wielu z?

b) Czy istnieje taka funkcja g-bata f i rosnacy ciag liczb rzeczywistych a; <
as < ag < ... taki, ze f(z) jest calkowite wtedy i tylko wtedy, gdy = = a; dla
jakiego$ 17

4. Niech p bedzie liczba pierwsza. Zal6zmy, ze istnieja takie rézne dodatnie
liczby catkowite u, v, ze p jest Srednig kwadratowa u i v. Udowodnié, ze 2p—u—wv
jest kwadratem lub dwukrotnoécia kwadratu.

5. Liczbe naturalng nazwiemy ladna jezeli suma jej cyfr w zapisie dziesiet-
nym jest podzielna przez 2018 Rozstrzygnij czy:
a) istnieje taka liczba naturalna N, ze wszystkie liczby N, 2N ... 2018N sa
tadne.
b) istnieje taka liczba naturalna N, ze wszystkie jej wielokrotnosci sa tadne.

6. Rozstrzygnad, czy istnieje taka dodatnia liczba catkowita m, ze
(m+1°% 4+ (m+2)%+ -+ (2m)?

jest kwadratem liczby catkowite;j.
7. Krzysztof i Iza graja w gre na planszy 100x100 podzielonej na kwadraty
jednostkowe. Najpierw Iza w kazdym polu planszy zapisuje liczbe z zakresu 1

do 10000 w taki sposob, ze kazda liczba jest wpisana w doktadnie jedno pole.
Potem Krzysztof wybiera pole ze skrajnie lewej kolumny i umieszcza na nim
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swéj pion. Nastepnie wykonuje ruchy, poruszajac pion na jedno z sasiednich pdél
(sasiadujace krawedzia lub wierzchotkiem). Gra koniczy sie gdy pion dotrze na
pole w skrajnie prawej kolumnie. Dodatkowo za kazde pole na ktérym stanie
pionek Krzysztof musi zaplaci¢ Izie tyle monet, jaka liczba byla napisana na
polu. Krzysztof chce zaplaci¢ Izie jak najmniej, z kolei Iza chce tak wpisaé
liczby, zeby zarobi¢ jak najwiecej. Ile monet zaptaci Krzysztof Izie, jezeli oboje
beda grali optymalnie?

8. Sejf Krzysztofa, w ktorym trzyma swoj ciezko wywalczony brazowy me-
dal, wymaga wprowadzenia 3-cyfrowego kodu, aby go odblokowacé. Iza chciataby
popodziwiaé ten medal, ale Krzysztof poszedl na wyklad, i nie powiedzial kodu
Izie. Jako ze sejf sie blokuje po wprowadzeniu niewlasciwego kodu, Iza nie mo-
ze zgadywaé kodu bezposrednio. Jednakze Iza jest madra, i zbudowala sonde,
ktéra moze testowaé kombinacje cyfr bez wprowadzania ich do sejfu. Sonda
od razu po przetestowaniu odpowiada Clieplo, jezeli co najmniej jedna cyfra
sie zgadza, Zimno w przeciwnym wypadku. Przyktadowo, jezeli wlasciwym ko-
dem jest 014, to odpowiedzi sondy na 099 i 014 sa oba Cieplo, ale odpowiedzia
na 140 jest Zimno. Jaka jest minimalna liczba m taka, ze Iza moze sobie za-
gwarantowaé, ze po zastosowaniu sondy m razy bedzie wiedzie¢, jaki jest kod
odblokowujacy sejf?

9. Okregi wy i wo przecinajg sie w punktach M i N. Prosta [ jest styczna
do okregu wy; w punkcie A i do ws w punkcie B, przy czym punkt M lezy blizej
prostej [ niz punkt N. Punkty C' i D sa odbiciami odpowiednio punktéow A,
B wzgledem punktu M. Okrag opisany na trdjkacie DC'M przecina okregi wy
i wy odpowiednio w punktach FE i F, réznych od M. Wykazaé, ze promienie
okregéw opisanych na trojkatach M EF i NEF sa réwne.

10. Punkt D jest dowolnym punktem na boku BC trojkata ABC. Okregi
w1 1 we przechodza przez A i D, w taki sposéb, ze BA jest styczne do wq, a
C A jest styczne do ws. Niech BX bedzie druga styczna z punktu B do wi, a
CY drugg styczna z punktu C do wy (X € w1 1Y € ws). Udowodnié, ze okrag
opisany na tréjkacie X DY jest styczny do BC.

11. W czworokacie wypuklym ABCD pélproste BA i CD przecinaja sie
w punkcie P, a polproste BC' i AD przecinaja sie w punkcie Q. Punkt H jest
rzutem punktu D na prosta PQ. Udowodnié, ze w czworokat ABC D da sie
wpisaé¢ okrag wtedy i tylko wtedy gdy okregi wpisane w trojkaty ADP i CDQ
wida¢ pod tym samym katem z punktu H.
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Rozwigzania

Zawody indywidualne grupy mtodszej

1. Na boku AC tréjkata ABC wybrano punkt E, a na odcinku BE - punkt
D. Wiadomo, ze CE = CD = BE, BD = AE. Wykazaé, ze $<B > 60°.

Rozwiazanie:

Zauwazmy, ze {CDE = ADEC, a zatem £ BDC = £ AEB. Zatem trdjkaty
CDB i AEB sa przystajace, czyli CB = AB. Wobec tego AB = BC'. Poniewaz
£LABC > LEBC = LACB = L{BAC, wigc {BAC < £LABC, czyli LABC jest
najwiekszym katem w tréjkacie rownoramiennym.

2. Dana jest liczba naturalna k > 1. Suma pewnego dzielnika liczby k i
pewnego dzielnika liczby k — 1 jest réwna a, przy czym a > k + 1. Wykazaé, ze
przynajmniej jedna z liczb a — 11 a + 1 jest zlozona.

Rozwiazanie:

Zauwazmy, ze kazdy dzielnik liczby naturalnej jest réwny tej liczbie lub nie

przekracza jej polowy. Poniewaz a > k + 1, jeden z dzielnikéw musi byé¢ réwny
klub k — 1.
Rozwazmy przypadek, gdy dzielnikiem liczby k jest liczba k. WeZzmy dzielnik
d liczby k — 1. Wéwcezas d > 11 liczba a — 1 = k — 1 + d jest podzielna przez d.
Gdy dzielnikiem liczby k — 1 jest liczba k — 1 i d > 1 jest dzielnikiem k, to
a+1=Fk—1+1+d jest podzielna przez d, czyli jest liczba zlozona.

3. Dodatnie liczby x,y, z spelniaja warunek:
xy +yz + zx + 22yz = 1.

Wykazaé, ze 4o +y + z > 2.

Rozwigzanie:
Chcemy wykazad, ze

1622 +y? + 22 + 8y + 8z +2yz = (4o +y + 2)? > 4.
Wykorzystujac nieréwnosé y? + z2 > 2yz otrzymujemy:
1622 + % + 22 + 8xy + 8xz + 2yz > 162% + 8xy + 8xz + dyz =

= 162° +4(zy+rz+yz+22yz) +4ry+daz —8ryz = 162° +4+4xy+4daz —8xyz.
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Wystarczy wykazaé, ze
1622 4 dzy + 4xz > Sxyz,

czyli
dr+y+ 2z > 2yz.

Poniewaz yz = 1 — 2y — xz — 2zyz, czyli yz < 1. Zatem

de+y+z2>y+z2>2/yz > 2yz.

4. Czworokat ABC'D jest wpisany w okrag. Przekatne czworokata przecina-
ja sie w punkcie K. Okrag przechodzacy przez punkty A, B, K przecina odcinek
BC w punkcie M, za$ odcinek AD w punkcie N. Wykaz, ze KM = KN.

Rozwigzanie:

Katy wpisane DAC 1 DBC sa réwne, gdyz sa oparte na tym samym tuku.
Zatem katy DAK i KBC sa réwne.
Punkty N i M leza wewnatrz okregu opisanego na ABC'D, wiec katy NAK i
MBK sa réwne, czyli tuki NK i MK sg réwne. A to oznacza rownosé cieciw
NKiMK.

5. Dane sa takie liczby naturalne dodatnie a i b, ze p = 8a + 19b jest liczba
pierwsza. Wykaz, ze liczba n = ab — 7a — 18b + 1 nie jest podzielna przez p.

Rozwiazanie:
Jezeli liczba n + p dzieli sie przez p, to liczba:

n+p=(ab—"Ta—180+1)+ (8a+19b) = (a +1)(b+ 1)

jest takze podzielna przez p. Zatem jedna z liczb a + 11 b+ 1 jest podzielna
przez p i jest nie mniejsza niz p. W kazdym z tych przypadkéw liczba 8a 4 19
jest wigcksza od p.

6. Przedstaw liczbe

(14 4+4) - (5*+4)- (9% +4)-...- (697 +4) - (73* + 4)
(344 4)- (T4 +4) - (114 +4) ... - (T14 +4) - (754 + 4)

w postaci utamka zwyklego nieskracalnego.

Rozwiazanie:
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Z tozsamosci Sophie Germain, (n* +4) = (n? + 2n + 2)(n? — 2n + 2).
Zauwazmy, ze (n+2)2 —2(n+2)+2=n?+4n+4—-2n—4+2=n%+2n+2,
zatem mamy iloczyn teleskopowy. Zapiszmy

12-242 52-2.542 732-2.73+2
3242342 7242742 752 42.754+2’

. : 12-242  _ 1
1 otrzymujemy I35 03 5o

7. W grupie A jest 25 oséb, w grupie B 29 o0s6b, a w grupie C 33 osoby.
Gdy spotkaja sie dwie osoby z réznych grup, natychmiast obie przepisuja sie do
trzeciej grupy. Czy mozliwe jest dojscie do sytuacji, ze wszystkie osoby znajda
sie w tej samej grupie?

Rozwiazanie:

Rozwazmy réznice miedzy liczbg 0os6b w grupach B i A. Réznica ta wynosi
poczatkowo 4. Jesli spotkaja sie osoby z grup A i B, réznica sie¢ nie zmieni. Jesli
spotkaja sie osoby z grup A i C, réznica wzrosnie o 3. Jesli spotkaja sie¢ osoby z
grup B i C, réznica zmaleje o 3. Za kazdym razem réznica miedzy liczebnoscia
grup B i A bedzie liczba, ktéra z dzielenia przez 3 daje reszte 1. Tymczasem
gdyby wszystkie osoby byly na koniec w grupie A, réznica wyniostaby -87,
gdyby wszystkie osoby byly w grupie B, réznica wynositaby 87, a gdyby wszyscy
byli w grupie C, réznica wynositaby 0. Kazda z tych liczb jest jednak podzielna
przez 3, wiec niemozliwe jest osiagniecie takiej sytuacji.

8. Udowodnij, ze jezeli wielomian f(z) = 2®+az3+bx?+cx+d ma wszystkie
pierwiastki rzeczywiste, toa =b=c=d = 0.

Rozwigzanie:

Z zalozen wynika, ze Jx1,29,x3,...,26 € R, plerwiastki wielomianu f(x).
Na mocy wzoréw Viete’a prawdziwe sg réwnosci:

6
Za:i =0 ) Z TiTj = 0
i=1

1<i<j<<6

z réwnosci:

6 6
2
I DR SRR
i=1 i=1 1<i<j<<6
otrzymujemy z1 = z92 = 23 = ... = g = 0. co z kolei implikuje teze:

a=b=c=d=0

9.Dla jakich wartosci « istnieje niestala funkcja f : R — R spelniajaca
warunek f(a(z+y)) = f(z) + f(y) dla dowolnych liczb rzeczywistych x,y?
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Rozwiazanie:

Jezeli a = 1, to istnieje taka funkcja f(z) = x.
Jezeli a # 1, to istnieje takie y, ze y = a(z + y). Wowczas y =
podanego réwnania otrzymujemy f(y) = f(x) + f(y), czyli f(z )

10.Wysokosci AH; i BHs tréjkata ostrokatnego ABC' przecinaja sie w
punkcie H. Punkty X i Y sa odpowiednio srodkami odcinkéw AB i CH. Wy-
kazaé, ze proste XY i HyH, sa prostopadle.

Rozwiazanie:

Zauwazmy, ze punkt X jest srodkiem okregu opisanego na czworokacie
ABH/ H,, za$ punkt Y jest érodkiem okregu opisanego na czworokacie H H1C' Hy
(istnienie okregdéw wynika z katéw prostych przy wierzchotkach Hy i Hy). Za-
tem XH; = XH, oraz YH; = Y H, (promienie okregéw), czyli czworokat
X H1Y Hs jest deltoidem. Proste XY i HyH> jako proste wyznaczone przez
przekatne deltoidu sa prostopadte.

11. Udowodnij, ze jezeli jeden z pierwiastkéw réwnania az® + bz +c=0 o
wspotcezynnikach wymiernych jest iloczynem dwoch pozostatych pierwiastkow,
to jest on liczba wymierna.

Rozwiazanie:

Przyjmijmy, ze pierwiastkami rownania sa liczby x1, zs2, x3 z zalozen moze-
my przyjacé, ze r3 = x1x2. Na mocy wzoréw Viete'a prawdziwe sa réwnosci:

c
[(1)] @ +z2+z122 =0. T1To + T + 1175 = - 23 = -
Z réwnoscei (1) 1 (2) wynika réwnosé:
1T — $%.’L‘% = —

natomiast z réwnosci (3) 1 (4) wynika réwnosé:
b ¢ b-c

L1y = — — — =
a a a

Z zatozenia a # 0, b, c- liczby wymierne co implikuje teze.

12. Udowodni¢, ze

a b c d
1 2
< a+b+d+a+b+c+b+c+d+a+c—|—d<

gdzie a, b, ¢,d sa dowolnymi dodatnimi liczbami rzeczywistymi.

Rozwigzanie:
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Dodajemy stronami cztery nieréwnosci:

a - a - a
a+b+c+d a+b+d a+bd

i otrzymujemy oszacowanie dolne i gérne. Aby udowodnié, ze kazda liczba z
przedzialu (1;2) moze byé wartoscia sumy nalezy podstawié za a,b,c,d od-
powiednio 1,2,1 — 2, (1 — x)z. Dostaniemy funkcje ciagla na przedziale od 0
do 1, ktérej wartosci na koncach tego przedziatu wynosi s(0) = 2 i s(1) = 1.
Odpowiedz: (1;2).

21



3. Zawody indywidualne grupy $redniej

1. Czy w dowolnym grafie na n wierzcholkach i e krawedziach istnieje pod-
graf dwudzielny zawierajacy co najmniej 5 krawedzi?

Rozwiazanie:

Odpowiedz jest twierdzaca. Postuzmy si¢ indukcja matematyczna. Dla gra-
fu o dwéch wierzchotkach teza jest spelniona. Teraz rozwazmy dodanie nowego
wierzchotka. Skorzystajmy z podzialu grafu o n wierzchotkach, a nasz nowy
wrzuémy do tego zbioru, ze z przeciwnym ma wiecej sasiadéw. Z zalozenia
indukcyjnego wiemy, ze nasz podgraf posiada co najmniej polowe krawedzi
mniejszego grafu, a z konstrukcji co najmniej potowe krawedzi pomiedzy do-
danym wierzchotkiem, a reszta grafu, co sumarycznie daje potowe krawedzi
calego grafu. Na mocy indukcji matematycznej teza jest spelniona.

2. Dany jest trojkat ostrokatny ABC taki, ze AB = AC. Punkt M jest
srodkiem odcinka BC. Punkt N jest érodkiem odcinka AM. Niech P bedzie
rzutem punktu M na prosta CN. Wykazaé, ze L BPA = 90°

Rozwiazanie:
Zauwazmy, ze

IPCM = 90° — $PMC = SNMP
Z tego otrzymujemy, ze tréjkaty CM P i M PN sa podobne. Zatem
cP PM
MC MN

Zatem
cp 1 CPp 1 PM PM

BC 2 MC 2 MN AM
Laczac te réownosé z warunkiem < PCB = < PM A dostajemy, ze tréjkaty CPB
i M PA sa podobne, wigc

SCBP = SMAP,
czyli na czworokacie BAPM da sig¢ opisaé okrag. Czyli

JSAPB = YAMB = 90°.

3. Udowodnié, ze kazda liczbe nie wigksza niz n! mozna zapisaé jako sume
co najwyzej n dzielnikéw liczby n!.
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Rozwiazanie:

Przeprowadzimy dowdd indukcyjny po n.

I dla n =1 trywialne.

IT dla n niech k£ bedzie dowolng liczba naturalna nie wigksza niz n!. Przed-
stawmy k = an—+b, a < (n—1)! wiec z indukcji a da si¢ roztozy¢ na sume n — 1
dzielnikéw (n — 1)!. Mnozac kazdy z tych dzielnikéw przez n otrzymamy n — 1
dzielnikow n! sumujacych sie do an. Dodajac do tego b, bedace dzielnikiem n!,
bo b < n, otrzymujemy teze.

4. W kazdy wierzchotek o$mioécianu foremnego wpisano liczbe 0 lub 1 lub
2. Nastepnie na kazdej $cianie napisano sume liczb z wierzchotkow, ktére wy-
znaczaja te Sciane. Pokazaé, ze na pewnych dwoéch Scianach napisano te sama
liczbe.

Rozwigzanie:

Kazda Sciana o$mioscianu foremnego jest tréjkatem. Zatem maksymalna
liczba napisana na Scianie wynosi 6. Minimalna wynosi 0. Zatem mamy 7 moz-
liwych liczb na Scianach oraz 8 $cian zatem na mocy zasady szyfladkowej Diri-
chleta, pewne dwie $ciany maja taka sama liczbe.

5. Niech Qo(z) =1, Q1(x) = z oraz

_ %—1(@ -1
Qn(l') - Qn72(x>

Wykazaé, ze jesli n jest liczba calkowita, to @, (x) jest wielomianem o wspdl-
czynnikach catkowitych.

Rozwiazanie:

Udowodnimy indukcyjnie, ze Qn(z) = 2Qn-1 — Qn_2, co w szczegdlnosci
da nam teze. Dla maltych n widzimy, ze teza jest spelniona.

Chcemy wiec wykazac, ze

Qn-i—l(x) = J)Qn(l') - Qn—l
Bedziemy teraz przeksztalca¢ teze rownowaznie.

Q)1
anl(x) - Qn() Qn—l

Qh(x) = 1= 2Qn(2)Qn-1(z) — Q1 _4(
i—l(x) —1=2Qn(7)Qn—1(x) — Qi(
Qn—2(2)Qn(7) = 2Qn(z)Qn-1(z) — Qi(x)

x)
x)

23



Qn—2(2) = 2Qn-1(x) — Qn(x)
Qn(z) = 2Qn—1(x) — Qn-2()

Przeksztalcajac réwnowaznie otrzymaliSmy réwnosé, ktora jest prawdziwa na
mocy zalozenia indukcyjnego, wiec wyjsciowa réwnos¢ tez byla prawdziwa, co
konczy dowdd.

6.W tréjkacie ABC kat S ABC jest rozwarty. Punkt F lezy na boku AC,
przy czym AF = BF oraz <FBC = 90°. Punkty D i E sa odpowiednio
srodkami bokéw AB i BC'. Prosta przechodzaca przez punkt F' i réwnolegla
do AB przecina prosta DE w punkcie G. Dowiesé, ze

IGCB = YACD.

Rozwiazanie:
Skoro AF = BF to prosta DF jest prostopadla do AB. Czyli proste AB
i FG sa réwnoleglte. Ponadto prosta DFE jest réwnolegta do AC. Dostajemy
wiec:
IBDG = {BAF = YABF = 4BFG

Czyli na czworokacie BDFG da sie opisaé¢ okrag. Zatem <DBG = 90°, czyli
IDBF = 4EBG. Jednak <{DBF = YBAF = <BDE. Dostajemy wiec,
ze trojkaty BGE i DBE maja réwne miary odpowiadajacych katéw, wiec sa
podobne. Czyli

BE _DE
BG DB
Jednak z twierdzenia Talesa mamy
DE _ AC
DB  AB
czyli
AC _, AC_, BE _BC
AD ~ AB ° BG BG

Laczac ten stosunek z réwnoscig katéw SCAD = SCBG dostajemy, ze tréj-
katy ADC' i GBC sa podobne, a stad $GCB = SACD.

7. Dany jest czworokat wypukly ABCD. P jest punktem przecigcia prze-
katnych tego czworokata. Wykazaé, ze:

V' Pagcp > v/ Papp +VPcorp
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gdzie Px oznacza pole figury X.

Rozwigzanie:
Podniesmy nier6wnoé¢ obustronnie do kwadratu. Otrzymamy:

Papcp 2 Papp + Popp +2v/Paprp - Pcpp

oraz jak wiadomo: Papcp = Papp+Pppc+ Popp+ Papp, wiec rownowaznie:
Pppc + Papp 2 27/ Papp - Pcpp

Zauwazmy, ze

Papp _ AP _ Parp

Pgpc  PC  FPcpp
wiec 2v/Papp - Pcpp = 2v/Pppc - Papp wigc nieréwnoéé sprowadza sie do
nastepujacej nieréwnosci

Pppc + Papp > 2v/Pepc - Paprp

ktéra jest oczywista. Wszystkie przeksztalcenia byly réwnowazne, wiec teza
jest udowodniona.

8. Czy istnieje taka dodatnia liczba catkowita n, dla ktorej liczbe 2™ moz-
na przedstawi¢ w postaci sumy co najmniej dwoch kolejnych dodatnich liczb
catkowitych? Odpowiedz uzasadnij.

Rozwiazanie:

Taka liczba n nie istnieje. Przypu$émy, ze istnieje, wiec:

(atr+(a+r) (a—Da _ 2ar +2a + 12 +7r
2 2 2

2" = a+(a+1)+...4+(a+r) =

Czyli
2" = (1 4+ 1)(r + 2a)

Zauwazmy, ze oba sktadniki nie moga by¢ potega dwojki, bo maja rézna pa-
rzysto$é, oraz v + 1 > 1 oraz r 4+ 2a > 1, wiec sprzecznoéé. Czyli taka liczba n
faktycznie nie istnieje.

9. Dane jest n > 3 czerwonych punktéw w przestrzeni. Niektére z nich sa
polaczone zielonymi odcinkami, w sumie odcinkéw jest k.

Krzysztof i Iza graja w gre: Iza wybiera dwa punkty: startowy w ktorym
umieszcza pionka i koncowy.

Nastepnie wykonuja na zmiane ruchy zaczynajac od Krzysztofa: najpierw
Krzysztof porusza pionka po istniejacym odcinku, potem Iza usuwa jeden, do-
wolny odcinek. Gra konezy sie gdy Krzysztof nie moze juz zrobié¢ ruchu (wtedy
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wygrywa Iza) lub Krzysztof dojdzie pionkiem do punktu koncowego (wtedy
wygrywa Krzysztof).

Dla danego n znajdz takie najwieksze k, ze Iza ma strategie wygrywajaca,
niezaleznie od tego ktére z punktow sa polaczone odcinkami.

Rozwiazanie:

Zinterpretujmy to zadanie grafowo. Dla k = @ Krzysztof zawsze wy-
grywa, gdyz G jest grafem pelnym, wiec juz w pierwszym ruchu zakonczy gre
wygrang. Dla k # w Iza zawsze wygra. Wystarczy, aby wybrata na po-
czatkowy (P) i koncowy (K) wierzcholki ktére nie sa polaczone krawedzia.
Nastepnie, w kazdym ruch, po tym jak Krzysztof poruszy pionek na wierzcho-
lek v Iza usuwa krawedz {v,K}, jezeli ona istnieje, lub usuwa dowolna inng
krawedz z grafu. Krzysztof w zadnym ruchu nie moze przesunaé piona z pola
na ktérym sie znajduje (v) na pole K poniewaz albo krawedzi {v,K} nigdy
nie byto, albo zostata wtasnie przed chwilg usunieta przez Ize. Z drugiej strony
po k ruchach w grafie nie bedzie juz zadnej krawedzi, wiec Krzysztof do tego
momentu na pewno przegra.

10. Znalez¢ wszystkie pary liczb catkowitych dodatnich m,n spetniajacych
rownanie
10" =n?+1

Rozwiazanie:

Dla m > 1 lewa strona rownania jest podzielna przez 4 a prawa nie, bo 3 nie
jest reszta kwadratowa modulo 4. Wiec m = 1, co daje n = 3 i jest to jedyne
rozwiazanie.

11. Dana jest liczba catkowita dodatnia n. Wyznaczy¢ wszystkie liczby
rzeczywiste dodatnie x, ktére spelniajag réwnanie:

(n—1)-2"+1=n-z"*

Rozwiazanie:

Przeksztalcajac réwnowaznie mamy do rozwiazania rownanie:

(n—1)~x+ﬁ
n

=1

Ponadto na mocy nieréwnosci miedzy Srednia arytmetyczng i geometryczna

mamy:
—-1). L
(n )x+x 1></1:xxx ! =¥Y1=1

n rn—1 -
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Przy czym réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy x = mn—l,l codajez™ =1,

co w liczbach rzeczywistych dodatnich ma tylko jedno rozwigzanie: x = 1.
Podstawiajac do réwnania wyjSciowego, widzimy ze x = 1 spelnia warunki
zadania.

12. 2018 dzieci stoi w kotku. Na poczatku jedno z dzieci trzyma 2018 prezen-
tow mikotajkowych. Gdy dziecko trzyma co najmniej 2 prezenty, moze oddaé
po jednym dzieciom stojacym obok. Czy mozliwa jest sytuacja w ktorej kazde
dziecko bedzie trzymac¢ po jednym prezencie?

Rozwiazanie:

Ponumerujmy miejsca i pokolorujmy parzyste na czarno, a nieparzyste na
bialo. Zauwazmy teraz, ze nasza operacja nie zmienia parzystosci iloéci pre-
zentéw na danym kolorze. Na poczatku startujemy z sytuacji, gdzie na obu
kolorach znajduje si¢ ich parzysScie wiele, natomiast sytuacja ktérej dotyczy
tres¢ zadania wymaga by byto w grupach po nieparzysci wiele. Pokazuje to, ze
taka sytuacja jest niemozliwa do uzyskania.
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Zawody indywidualne grupy starszej

1. Udowodnié, ze kazda liczbe nie wigksza niz n! mozna zapisaé¢ jako sume
co najwyzej n dzielnikéw liczby n!.

Rozwiazanie:

Przeprowadzimy dowdd indukcyjny po n.

I dla n =1 trywialne.
IT dla n niech k bedzie dowolng liczba naturalna nie wigksza niz n!. Przedstaw-
my k =an+b, a < (n— 1)! wigc z indukeji a da si¢ rozlozyé na sume n — 1
dzielnikéw (n — 1)!. Mnozac kazdy z tych dzielnikéw przez n otrzymamy n — 1
dzielnikow n! sumujacych si¢ do an. Dodajac do tego b, bedace dzielnikiem n!,
bo b < n, otrzymujemy teze.

2. Przekatne trapezu ABC'D o podstawach AB oraz C'D przecinaja sie w
punkcie E. Punkt P lezy wewnatrz tego trapezu, przy czym

JAPD = <BPC = 90°
Wykazaé, ze punkty P i E leza na prostej prostopadtej do podstaw danego

trapezu.

Rozwiazanie:
Niech X iY beda rzutami punktéw D i C' odpowiednio na przekatne AC' i
BD. Wtedy

JYCE =90° — 4CEY = 90° — 4DEX = 4EDX,

czyli na czworokacie DCY X da si¢ opisa¢ okrag. Zatem
EX ED EB
EY EC EA’
gdzie ostatnia réwnosé wynika z twierdzenia Talesa. Otrzymujemy wiec

EX . -FA=FEY - EB,

czyli punkt E lezy na osi potegowej okregéw opisanych na trdjkatach DX A
i CYB. Ponadto punkt P lezy na obu tych okregach, wiec tez lezy na osi
potegowej tych okregéw. Zatem prosta PFE jest prostopadta do prostej taczacej
srodki wspomnianych okregéw, a Srodkami tych okregdéw sa srodki bokéw AD i
BC'. Jednak prosta laczaca te srodki jest oczywiscie rownolegla do AB, a stad
EP jest prostopadla do AB.
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3. Alicja i Bob graja w gre. Alicja siada przy okraglym stole z n miejscami.
Nastepnie Bob podaje jej ciag n — 1 liczb naturalnych. W kazdej turze Alicja
musi przesunaé si¢ w prawo lub lewo o doktadnie tyle miejsc ile wynosi i-ta licz-
ba w ciggu Boba. Dla jakich n Bob jest w stanie zmusié¢ Alicje do odwiedzenia
wszystkich miejsc?

Rozwigzanie:

Pokazemy, ze s to jedynie n postaci 2* dla pewnego k. Najpierw zauwazmy,
ze dla takich n mamy strategie wygrywajaca. Dla 1 i 2 jest to prawda. Teraz
jezeli X bylo ciagiem liczb dla 2F to 2X,1,2X jest ciagiem dla 281, gdzie
2X oznacza przemnozenie kazdego elementu ciagu X o 2. Teraz sprawdzimy,
ze dla innych n nie jest to mozliwe. Rozwazmy ostatni ruch Alicji. Skoro wy-
bralta jedyne nieodwiedzone miejsce, to oznacza, ze nie miata wyboru. Wynika
z tego, ze niezaleznie od tego czy poszlaby w prawo czy w lewo trafilaby na
to samo miejsce. Zatem n musi by¢ parzyste. Analogicznie rozpatrzmy przed-
ostatni ruch. Mozemy zauwazy¢, ze musiata mie¢ ona wybor jedynie miedzy
dwoma polami, zatem znajdowala sie na srodku tuku pomiedzy nimi. Skoro z
poprzedniej analizy wynikalo, ze te pola sa doktadnie po przeciwnych stronach
stotu, teraz mamy, ze jej pozycja musiala by¢ oddalona o éwieré okregu od
obu. Czyli n jest podzielne przez 4. Rozpatrujac analogiczna metoda kolejne
ruchy dochodzimy do wniosku, ze w kazdym n musi by¢ podzielne przez kolej-
na potege 2 dopoki nie zejdziemy do stanu poczatkowego. Zatem n jest postaci
2k,

4.W tréjkacie ABC kat S ABC jest rozwarty. Punkt F lezy na boku AC,
przy czym AF = BF oraz <FBC = 90°. Punkty D i E sa odpowiednio
srodkami bokéw AB i BC. Prosta przechodzaca przez punkt F' i réwnolegla
do AB przecina prosta DE w punkcie G. Dowieéé, ze SGCB = SACD.

Rozwiazanie:
Skoro AF = BF to prosta DF jest prostopadla do AB. Czyli proste AB
i F'G sa réwnolegle. Ponadto prosta DE jest réwnolegta do AC. Dostajemy
wiec:
IBDG = {BAF = YABF = ¥BFG

Czyli na czworokacie BDFG da sie opisaé¢ okrag. Zatem <DBG = 90°, czyli
IDBF = 4EBG. Jednak <{DBF = YBAF = <BDE. Dostajemy wiec,
ze trojkaty BGE i DBE maja réwne miary odpowiadajacych katéw, wiec sa
podobne. Czyli

BE _DE
BG DB
Jednak z twierdzenia Talesa mamy
DE _ AC
DB  AB
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czyli

AC_, AC_, BE_BC

AD AB BG BG
Laczac ten stosunek z réwnoécig katéw SCAD = SCBG dostajemy, ze tréj-
katy ADC i GBC sa podobne, a stad SGCB = <ACD.

5. Dany jest najmniejszy zbiér X, ktory spelnia nastepujace wlasnosci:

1.2e€e X,
2. n € X wtedy i tylko wtedy gdy n? € X,
3. (n+5)? € X wtedy i tylko wtedy gdy n € X.

Wyznaczy¢ wszystkie liczby n € ZT, ktére nie naleza do X.

Rozwigzanie:

Z warunkow zadania wynika, ze n € X wtedy i tylko wtedy, gdy n+5 € X.
Udowodnimy, ze liczby 51 dla | € Z™7 sa jedynymi liczbami, ktére nie naleza do
X. Skoro n+ 5 € X wtedy i tylko wtedy, gdy n € X, wiec wystarczy pokazad,
ze 1,2,3,4 € X. Z warunkéw zadania 2 € X oraz skoro 2 € X, to 22 =4 € X.
Zatem 4 +5=9 = 3% € X, wiec 3 € X.

Z warunkéw zadania skoro 4 € X, wiec 16 € X, wiec 11 € X, wiec 6 € X
wiec 1 € X. Wystarczy wykazaé, ze liczby 5l nie naleza do X. Zauwazmy
jednak, ze w wyniku operacji aby otrzymac liczbe podzielng przez 5 trzeba
mie¢ juz jaka$ inna podzielng przez 5. Z minimalnosci X wynika wiec, ze te
liczby nie naleza do X, co konczy dowdd.

6. Rozstrzygnaé czy istnieje funkcja f : RT — RT spelniajaca nieréwnosé

f@)? = fl@+y)(f(z) +y)
dla kazdych liczb rzeczywistych dodatnich x, y.

Rozwigzanie:

Pokazemy, ze taka funkcja nie istnieje. Bedziemy dazy¢ do pokazania, ze
f(y) < 0 dla pewnego y > 0. Wystarczy pokazaé, ze f(x) — f(x +1) =2 ¢ >0
dla kazdego x. Implikuje to, ze dla kazdego m f(x) — f(xz +m) >, co prowadzi
do wniosku, ze f(x+m) < 0. Zalézmy, wiec ze taka funkcja istnieje i zauwazmy,
ze spelnia ona nieréwno$é

flz+y)y
flx) = fla+y) > —F—
()~ fla ) > s
oraz jest malejaca. Inna nieréwnoscig spelniona przez nasza funkcje jest
flz+y)y
f@) = fle+y) 2 —FF=—
() = flay) > 2
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Rozpatrzmy teraz liczbe naturalna n taka, ze f(x+ 1)n > 1. Teraz dla kazdego
0 < k < n—1 prawdziwa jest nieréwnos¢

k k+1 fla+£)L 1
f($+g)—f($+ - )>f(x+§)+ 2%

1
n

, €O po zsumowaniu po wszystkich k daje f(z) — f(z+1) > 3, czyli oczekiwana
przez nas wlasno$c.

7. Dane jest n > 3 czerwonych punktéw w przestrzeni. Niektére z nich sa
polaczone zielonymi odcinkami, w sumie odcinkéw jest k.
Krzysztof i Iza graja w gre: Iza wybiera dwa punkty: startowy w ktérym umiesz-
cza pionka i koficowy.
Nastepnie wykonuja na zmiane ruchy zaczynajac od Krzysztofa: najpierw Krzysz-
tof porusza pionka po istniejacym odcinku, potem Iza usuwa jeden, dowolny
odcinek. Gra koniczy sie gdy Krzysztof nie moze juz zrobi¢ ruchu (wtedy wygry-
wa Iza) lub Krzysztof dojdzie pionkiem do punktu koficowego (wtedy wygrywa
Krzysztof).
Dla danego n znajdz takie najwiecksze k, ze Iza ma strategie wygrywajaca,
niezaleznie od tego ktére z punktow sa potaczone odcinkami.

Rozwigzanie:
Zinterpretujmy to zadanie grafowo. Dla k = Krzysztof zawsze wy-
grywa, gdyz G jest grafem pelnym, wiec juz w pierwszym ruchu zakonczy gre

n(n—1)
2

wygrana. Dla k # @ Iza zawsze wygra. Wystarczy, aby wybrala na po-
czatkowy (P) i koncowy (K) wierzchotki ktére nie sa polaczone krawedzia.
Nastepnie, w kazdym ruch, po tym jak Krzysztof poruszy pionek na wierzcho-
lek v Iza usuwa krawedz {v,K}, jezeli ona istnieje, lub usuwa dowolng inna
krawedz z grafu. Krzysztof w zadnym ruchu nie moze przesunaé piona z pola
na ktérym sie znajduje (v) na pole K poniewaz albo krawedzi {v,K} nigdy
nie bylo, albo zostala wlaénie przed chwila usunieta przez Ize. Z drugiej strony
po k ruchach w grafie nie bedzie juz zadnej krawedzi, wigc Krzysztof do tego
momentu na pewno przegra.

8. Pokazaé, ze kazdg liczbe catkowita dodatnia mozna zapisa¢ jako réznice
dwéch liczb catkowitych dodatnich, ktére maja taka sama liczbe dzielnikéw
pierwszych.

Rozwiazanie:
Rozpatrzmy dwa przypadki. Zalézmy, ze n - nasza liczba jest parzysta.
Wéwezas 2n — n = n, i skoro 2|n to n oraz 2n maja tyle samo dzielnikéw
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pierwszych (sa to dokladnie te same dzielniki). Przypusémy wiec, ze n jest nie-
parzyste. Niech p bedzie najmniejsza liczba pierwsza, ktéra nie dzieli n wieksza
od 2. Wéwezas: pn—(p—1)n = n. Niech L(z) to liczba dzielnikéw pierwszych x.
Zatem skoro p nie dzieli n to L(np) = L(n) + 1. Zapiszmy p— 1 = 2" - m. Skoro
m < p to dowolny dzielnik pierwszy m dzieli tez n, co wynika z definicji p,
zatem, skoro n jest nieparzyste, dostajemy, ze L(2"-m-n) = L(n) + 1 = L(np)
co konczy dowdd.

9. Dany jest okrag w i prosta ! roztaczna z tym okregiem. Odcinek AB jest
srednicg okregu w prostopadla do I, gdzie B lezy blizej [ niz A. Dowolny punkt
C # A, B jest wybrany na w. Prosta AC przecina [ w punkcie D. Prosta DE
jest styczna do w w punkcie E, gdzie B i E sa po tej samej stronie prostej AC'.
Niech prosta BE przecina [ w F' a prosta AF przecina w w G # A. Udowodni¢,
ze odbicie G wzgledem AB lezy na prostej CF.

Rozwiazanie:

Niech G’ bedzie odbiciem G wzgledem AB. Oczywiscie G’ € w. Niech H
bedzie przecieciem AE z prosta [. Wtedy jako, ze LAEB = 90° oraz prosta AB
jest prostopadia do [ to B jest ortocentrum tréjkata AHF'. Laczac to jeszcze z
twierdzeniem o kacie miedzy styczna a sieczna dostajemy

IDHE = 90° — XBAF = YABE = {DFEH,

co w polaczeniu z tym, ze trojkat FEH jest prostokatny daje nam to, ze D
jest érodkiem odcinka F'H. Czyli

DC -DA = DE? = DF?,

czyli
YFAD = 4CFD

Jednak $FAD = 4GG'C, co w polaczeniu z tym, ze GG’ | FD daje nam
wspOlliniowoéé punktéow F, C'i G'.

10. Udowodnié, ze dla nieujemnych liczb rzeczywistych x, vy, z zachodzi nie-
réwnosé

V322 + 2y + V312 +yz + V32 + 20 <2+ y + 2)

Rozwiazanie:
na mocy nieréwnosci Cauchy’ego-Schwarz’a

Z\/x(i’)x—i—y) < \/(Zx)(2(3x+y)) =Vidlz+y+2)?=2(z+y+2).
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11. Na plaszczyznie umieszczono szesS¢ punktoéw w ten sposob, ze kazde trzy
sposrdd nich sa wierzchotkami tréjkata o bokach réznej dtugosci. Udowodnié,
ze najkrotszy bok pewnego z tych trojkatéw jest zarazem najdiuzszym bokiem
innego z nich. Rozwigzanie:

Pomalujmy na niebiesko te odcinki, ktére sa w pewnym tréjkacie odcinkiem
najkrotszym. Pozostale pomalujmy na czerwono. Aby udowodnié¢ teze wystar-
czy udowodnié, ze istnieje trojkat o wszystkich bokach niebieskich.

Lemat: Danych jest sze$¢ punktow na plaszczyznie oraz kazdy odcinek la-
czacy je jest niebieski lub czerwony. Woéwczas istnieje trojkat jednokolorowy.

Dowéd lematu: Wezmy dowolny punkt A. Do innych punktéw wychodzi z
niego 5 odcinkéw. Zatem z Zasady Szufladkowej Dirichleta pewne trzy odcinki
sg tego samego koloru. Bez straty ogélnosci niech bedzie to kolor niebieski.
Punkty do ktérych wychodza niebieskie odcinki oznaczmy przez B,C, D. Je-
sli BC jest niebieski to ABC spelnia warunki lematu. Przypusémy wiec, ze
jest czerwony. Analogicznie BD, C'D sa odcinkami czerwonymi. Zatem trojkat
BCD spelnia warunki lematu.

Na mocy lematu istnieje wiec trdjkat jednokolorowy. Przypusémy, ze jest to
tréjkat czerwony. Jednakze z warunkéw zadania boki tego trojkata maja pa-
rami rézne dhugosci. Czyli musi istnie¢ najkrétszy bok. Zatem pewien odcinek
tego trojkata ma bok niebieski, sprzecznosé. A zatem nie moze istnieé¢ trdjkat
czerwony. W polaczeniu z lematem, istnieje wiec trdjkat niebieski. Posiada on
oczywiscie najdhuzszy bok, co dowodzi tezy zadania.

12. Dane sa liczby catkowite dodatnie n,d. Wykazaé, ze jesli d|22n + 1 to
d=2"*t'.k +1, gdzie k jest pewna liczba catkowita dodatnig.

Rozwiazanie:

Zauwazmy, ze jesli wykazemy, ze dowolny dzielnik pierwszy jest postaci
27+1 .k + 1 to dowolny dzielnik zlozony, jako iloczyn dzielnikéw liczb postaci
2"+t k 4+ 1 takze bedzie tej postaci. Wezmy wiec dowolny dzielnik pierwszy p.
Niech d oznacza rzad 2 modulo p. Wowczas zachodzi:

2n+1

2 =(-1)=

Wszystko modulo p. A zatem d|2""! oraz d nie jest dzielnikiem 2". Jedyna
liczba, ktéra nie dzieli 2" a dzieli kolejna potege dwdjki, to 271, Wiec d = 2n+1.
Ponadto na mocy malego Twierdzenia Fermata (p nie moze byé réwne 2, bo
liczba 7 zadania jest nieparzysta) mamy: d = 2"T!p—1. A zatem p jest postaci
2"+ .k 4+ 1. Z dowolnosci p wynika teza zadania.
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Zawody indywidualne elity

1. Dany jest potokrag € o s$rednicy AB. Punkty C i D leza na Q i BC,
odpowiednio tak, ze AD jest dwusieczna kata BAC. Symetralna odcinka AD
przecina ) w punkcie E. Okrag o srodku w punkcie F i promieniu FA przecina
Q w punkcie X # A. Pokazaé, ze w czworokat ABXC mozna wpisaé okrag.

Rozwigzanie:

Niech M bedzie érodkiem AD a N srodkiem tuku BAC pélokregu €. Niech
ponadto EM przecina CA w S, a EB przecina AD w J oraz AX przecina EC
w P.

Poniewaz CDMS jest cykliczny, to

IMDS = IMCA = SMAC = SMAB = DS || AB.

Ponadto (MS | NA) L AD i MD | NB, gdyz $NBA = SMCA = SMAB.
Wobec tego trojkaty MSD i NAB sa jednokladne a $rodkiem tej jednoklad-
nosci jest punkt A. Zatem punkty C, M, N sg wspoétliniowe, stad

SCMJ =<4CNB = JCEJ,

wiec czworokat CEM J jest cykliczny. Oznacza to, ze SECJ = SEMJ = 90°,
skad JC' 1 PE.

Poniewaz {ECA = 4EAX (E jest $rodkiem tuku ACX), to AE jest stycz-
na do okregu opisanego na tréjkacie PAC, wiec A2 = EC - EP. Wobec tego JC
jest biegunowa punktu P wzgledem okregu o srodku w punkcie E i promieniu
EA. W szczegélnoscei C(J, A, X, P) = —1. Laczac to z CJ L PE, widzimy, ze
CJ jest dwusieczng kata J$ACX. Jako, ze AJ i BJ sa dwusiecznymi katéw
odpowiednio BAC' i ABX widzimy, ze J jest $rodkiem okregu wpisanego w
ABXC.

2. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f: Z*t — Z takie, ze f(a) > f(b) dla
wszystkich a,b € Z* takich, ze a | b oraz dla dowolnych a,b € Z* zachodzi
rownosé

f(ab) + f(a* +b%) = f(a) + f(b).

Rozwiazanie:

Poniewaz 1 dzieli kazda liczbe widzimy, ze f(1) > f(x) dla dowolnego z.
Niech k£ = f(1). Pokazemy, ze

fomy =1 1Ir
pln
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Istotnie, biorac dwie liczby naturalnea, m,b = ammamy
fa®m) + f(a®*(m® + 1)) = f(a) + f(am),

wiee f(a) > f(a®(m® + 1)) i f(am) > f(a’m), wiec f(am) = f(a®m) co
oczywiscie tatwo implikuje nasz wzor.

Teraz pokazemy, ze f(n) nie zalezy od dzielnikéw pierwszych n ktére przy-
staja do 1,2, modulo 4. Istotnie, f(n) = f(n(z? + 1)), wiec w szczegdlnosci
f(n) = f(2n), wiec dwéjki w zapisie dziesigtnym n nie sa istotne. Jedli p = 1
(mod 4)ip|x?+1, to

f(n) > f(p) > f(n(z® +1)) = f(n),

skad f(np) = f(n).
Wobec tego

p|n,pEPs3

gdzie Ps jest zbiorem liczb pierwszych postaci 4k+3. Dla elementéw py, pa, . .. 2Ps3
definiujemy
g(A) = f(H pa)'
acA
Oczywiscie g(0) = k iS; C Sy implikuje, ze ¢(S1) > ¢(S2). Ponadto tatwo
zauwazy¢, ze

g(S1) + g(S2) = g(S1 U S2) + ¢(S1 N Sa).
Jesli g({n}) = k,, dla liczb k,, < k, to indukcyjnie dostajemy, ze

9(A) = 3k — (#4 - Dk

acA

W druga strone, dla dowolnego doboru liczb k,, zwiazane g daje rozwiazanie
f naszego réwnania.

3. Niech P bedzie skonczonym zbiorem punktéw na plaszczyznie w kto-
rym odleglo$¢ miedzy dowolnymi dwoma punktami jest calkowita. Pokazaé,
ze punkty w P mozna pokolorowaé¢ na trzy kolory, tak aby odleglo$¢ miedzy
dwoma jednokolorowymi punktami byta parzysta.

Rozwiazanie:

Rozpatrzmy graf G, ktoérego wierzchotki sa punktami ze zbioru P. Dwa
wierzcholki py, p2 € P sa polaczone wtedy i tylko wtedy, gdy odleglos¢ miedzy
nimi jest nieparzysta. Chcemy pokazac, ze ten graf jest 3-kolorowalny.
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Na poczatku zauwazmy, ze G nie zawiera K jako podgrafu. Do tego wystar-
czy pokazaé, ze nie istniejg cztery punkty na ptaszczyznie, ze odlegtoéci miedzy
dowolnymi dwoma z nich sg nieparzystymi liczbami calkowitymi. Aby uzyskaé
jakas zalezno$¢ miedzy bokami wykorzystamy nastepujacy wzér na objetoséé
czworoscianu

1
V= 12\/2 a?b?c? — Za2b202 - X:a‘*bQ7
1 2 3

gdzie >, jest sumowaniem po 12 mozliwoéciach, gdy a,b,c tworza Sciezke
otwarta dlugosci 3. Podobnie ), jest sumowanie po 4 przypadkach, gdy a, b, c
sa krawedziami $ciany a ), jest sumowaniem po 6 mozliwosciach, gdzie a,b
sg krawedziami lezacymi na przeciwko siebie. Poniewaz rozwazamy 4 punkty
wspoélplaszezyznowe, wiec

Z a’b?c® — Z a’b?c® — Z abt? = 0. (2)
1 2 3

Jedli teraz wszystkie dlugosci bokéw sa nieparzyste, to lewa strona przystaje
do 2 (mod 4) — sprzecznosé.

Przypus$émy, ze istnieje trojkat w P, tzn. trzy punkty Py, P», P3 € P, ze ich
wzajemne odlegtosci sa nieparzyste. Pokolorujmy te punkty na kolory 1,2, 3,
odpowiednio. Rozpatrzmy dowolny punkt @ € P rézny od P;. Wszystkie odle-
gloéci @ od P; nie mogg by¢ nieparzyste, gdyz pokazaliSmy to wyzej. Nie jest
réwniez mozliwe by one wszystkie byly parzyste. Istotnie, wtedy lewa strona 2]
jest nieparzysta.

Nie jest rowniez mozliwe aby tylko dwie z tych odlegtosci byly parzyste.
W przeciwnym wypadku lewa strona [2] jest réwniez nieparzysta. Wobec tego
dwie z tych odleglosci sa nieparzyste a jedna, powiedzmy Q) P; jest nieparzysta.
Pokolorujmy wtedy punkt @ kolorem i. Postepujemy tak z kazdym punktem P
roznym od P;. Latwo zauwazy¢, ze takie kolorowanie spelnia warunki zadania,
gdyz w przeciwnym razie dostalibyémy podgraf K4.

Rozpatrzmy teraz przypadek w ktérym nie ma tréjkata.

Pokazemy, ze nie ma nieparzystego cyklu w grafie G. Przypus$émy, ze istnieje i
oznaczmy go przez Py, P, ..., Po,1. Punkty Py i Py sa, gdyz w przeciwnym
razie lewa strona [2| jest nieparzysta. Podobnie, P Ps, P1 Py, ..., P Ps, tworza
krawedz G, ale wtedy Py Pay, Popt1 jest trojkatem — sprzecznosé.

Wobec tego G jest dwudzielny i mozna go pokolorowaé¢ na dwa kolory.

4. Niech z, y i z beda liczbami rzeczywistymi dodatnimi takimi, ze x2? +
y? + 2% = 3. Pokazaé, ze

1+22 1+4+9y? 1422
z+2 z+2 Y+ 2 -
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Rozwiazanie:
Zauwazmy, ze na podstawie nieréwnosci miedzy Srednia arytmetyczna a
geometryczng mamy

1+22 1 ) \/1+x2 1 2
—(1 2)>2 (14 22 2) = Z(1+ 22
wiec
1+ 22 4 9 1 9
> —(1 ——z(1 .
T2 9( +z7) 92( +z7)
Podobnie ) A
1+y 2 1 2
> —(1 — —x(1
w12 = gty gal +v7)
oraz
1422 4

1
> —(1+2%) — Zy(1+ 22).
5 2 g1 gy

Dodajac powyzsze trzy nieréwnosci stronami i korzystajac z zalozenia x2 +
y? + 22 = 3 mamy

1+22 1+4+9y? 1422

2+2 " x+2  y+2 7

8 1 (1+a? 9 1+ 9 1+ 22 9

Z 2= a 1 —(1 1 =
3 9( 5 (1+y)+ ——(1+27)+ (1+2%)

8 1

=3 150+ 2(2 + y* + 2%) + (2%y* + y?2* + 2%2?)).

Korzystajac z nieréwnosci
3($2y2 +y2z2 —|-22.132) < (.132 _|_y2 _|_22)2

dostajemy, ze

1422 14y? 14228 1 1
LA L A >(2+2($2+y2+22)+3($2+y2+22)2>2-

z+2 " x4+2  y+2 73 18

5. W tréjkacie ABC punkty I i I4 sg srodkami okregbw: wpisanego w i
A-dopisanego wy4. Okregi te sa styczne do BC' odpowiednio w punktach D i
P. Niech w; i wy beda obrazami okregéw wpisanych w tréjkaty odpowiednio
APC i APB wzgledem srodkéw bokéw AC i AB w tej kolejnosci. Pokazaé, ze
AD jest osia potegowa w1 1 wo.

Rozwigzanie:
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Niech Iy, I beda srodkami okregéw wpisanych o1, 0o w tréjkaty APC i
APB a Jy, Jy ich obrazami wzgledem $rodkéw AC i AB. Ponadto niech X,Y
beda punktami stycznosci 01,09 z bokami AC, AB odpowiednio i niech U,V
beda punktami stycznosci wy,ws z bokami AC, AB.

Wtedy

AU =CX = L(CA+CP— AP)=1(s— AP)

i podobnie
AV = L(s— AP),

wiec AU = AV, skad A lezy na osi potegowej 01, 02. Dzieki symetrii wzgledem
srodka AC, styczna poprowadzona z punktu A do o1 (rézna AC) jest réwno-
legla do BC'. Podobnie styczna z A o9 (rézna od AB) jest réwnolegla do BC,
wiec prosta réwnoleglta do BC' przechodzaca przez A jest wspélna styczna ze-
wnetrzna okregéw o1 1 0o (niech bedzie ona styczna do nich w punktach M, N,
odpowiednio).

Niech S = UM NV N. Poniewaz AM = AU = AV = AN, to MUV N jest
cykliczny, skad

SU-SM =S8V - SN,

wiec S ma réwne potegi wzgledem 07 i 02. Zatem AS jest osig potegowa o7 i
09.

Jesli w jest styczny do CA, AB w punktach E, F, to oczywiscie UM || DE,
VN || DF oraz UV || EF. Wobec tego tréjkaty DEF i SUV sa jednokladne a
srodkiem tej jednokladnoéci jest punkt A. Oznacza to, ze A, S, D leza na jednej
prostej, wiec AD jest osig potegowa 01 1 09.

6. Niech p > 3 oraz p = 3 (mod 8) bedzie liczba pierwsza. Pokazaé, ze
istniejg liczby catkowite a, b, ¢ takie, ze

a’>+bc=p oraz b<c<./p.

Rozwigzanie:

Zadanie pochodzi z pracy Prof. M. Skalby ”Note on an analogue of Fermat’s
two squares theorem for primes p =3 (mod 8)”.

Wykorzystamy nastepujacy lemat (latwy do pokazania)

e Dla dowolnej liczby pierwszej p i liczby calkowite r nie podzielnej przez
p istnieja niezerowe liczby calkowite x,y takie, ze

r=ry (modp) oraz |t < B, lyl < Vb
e Dla liczb catkowitych dodatnich a,b,c,d < /p, gdzie p jest liczbg pierw-

sza kongruencja ad = be (mod p) implikuje, ze ad = be, natomiast kon-
gruencja ad + be = 0 (mod p) implikuje, ze ad + be = p.
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Dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n zdefiniujmy
S = {(a,d,b,c) € Z | ad+ bc =n oraz a,d,b,c < \/n}.

Niech s(n) = #8(n).
Dla liczby pierwszej p definiujemy réwniez

X, :={(a,b) € Z% | nwd(a,b) = 1 oraz a,b < \/p}.

Zdefiniujmy odwzorowanie

fo: Xp = F,
wzorem (mod p)
_a (modp
fp((avb)) T b modp .

Z lematu f, jest injekcja. Ponadto z lematu Thuego

F; = fp(Xp) U (*fp(Xp))-

Jedli teraz a, b, c,d € Z, sa takie, ze nwd(a,b) = nwd(c,d) = 1 to ponownie z
lematu wiemy, ze fy((a,b)) = —f,((c,d)) wtedy i tylko wtedy, gdy (a,d,b,c) €
S(p).

Poniewaz
#fp(Xp) N (_fp(Xp)) =2#Xp — #]F;
Zatem
s(p)=4 Y ¢(m)—1-p.
m<p
Czwoérka (a,d, b, c) € S(p) wystepuje w czwoérkach

(a,d,b,c),(d,a,b,c),(a,d,cb),(d a,cb),(beca,d),(cb a,d),(becd a),(cb,da).

Czwérki (a,a,b,b) i (b, b, a,a) nie moga wystapié, gdyz p = 3 (mod 4).
Natomiast najbardziej interesujacych nas czwérek (specjalnych) jest cztery:

(a7 a? b’ C)? (a” a, C? b)’ (b7 C’ a’ a)’ (C7 b? a” a)'

Zauwazmy jednak, ze s(p) =4 (mod 8), gdy p = 3 (mod 8), wiec w naszym
zbiorze istnieja specjalne czworki.

7. Dany jest trojkat réownoboczny ABC'. Punkt D lezy na boku AB. Okrag
o $rodku w punkcie D i promieniu C'D przecina CB i CA odpowiednio w
punktach E i F. Niech M bedzie srodkiem odcinka C'D. Pokazaé, ze

JAEC 4+ ¥BFC = SEMF.
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Rozwiazanie:

Niech U,V beda érodkami odcinkéw C A, CB. Poniewaz S ECF = 60°, to
obraz X érodka okregu opisanego D na tréjkacie CEF w symetrii wzgledem
prostej E'F' jest srodkiem tuku E'F tegoz okregu.

Ponadto tréjkat X DF jest réwnoboczny i $DAF = 120°, wiec X DAF jest
cykliczny, skad ¥DAX = 4DFX = 60°. Mamy tez, ze $DBX = 60° wiec
tréjkat X AB jest rownoboczny. Zatem AC = AB=XB,CD = XD = XFE a
poniewaz

JCDA = 60° + <BCD = 60° +90° — SCFE =
=150° — SCFE = 30° + SCEF = SXEB,

wiec ACAD 2 AXBFE skad BE = AD =2- MU.

Laczac to z zaleznoéciami BA = 2-UAi YABE = SAUM = 120° widzimy,
ze NABE ~ ANAUM sa spiranie podobne, wiec YAEC = <AMU. Podobnie
AAEM ~ AABU sa spiralnie podobne, wiec SAME = SAUB = 90°. Ana-
logicznie $BFC = $BMYV i $BMF = 90°. Wobec tego

IEMF = 180° — XAMB = SAMU + XBMV = SAEC + ¥BFC.

8. Dany jest zbiér A skladajacy sie z prostych na plaszczyznie. Wiadomo,
ze dla dowolnego podzbioru B zbioru A zawierajacego k? +1 (k > 3) prostych,
istnieje k punktéw takich, ze dowolna prosta z B przechodzi przez co najmniej
jeden z tych punktéw. Pokazaé, ze mozemy wybraé k punktow takich, ze kazda
prosta A przechodzi przez co najmniej jeden z nich.

Rozwiazanie:

Dla zbioru prostych X powiemy ze X przechodzi przez k punktow, jesli ist-
nieje k punktow réznych na ptaszczyznie takich, ze kazda prosta z X przechodzi
przez co najmniej jeden z tych punktéw. Powiemy tez, ze zdanie S(n, k) jest
prawdziwe, jesli z faktu iz kazde n prostych w X przechodzi przez k punktéw
wynika, ze wszystkie proste z X przechodza przez k punktéw. Checemy pokazaé,
ze S(n, k) zachodzi dlan =k*>+1ik > 3.

Pokazemy przez indukcje wzgledem k ze

S(3,1) = 5(6,2) = ... = S(k* + 1, k).

Zdanie S(3,1) jest jasne. Zalézmy wiec, ze S((k —1)% + 1,k — 1) jest praw-
dziwe dla k > 4 i A jest zbiorem prostych takim, ze dowolne k2 + 1 z nich
przechodza przez k punktéw. Rozwazmy te k? + 1 prostych i k& punktéw. Jeden
z tych punktow nazwijmy go P, nalezy do co najmniej k + 1 prostych. Niech
M bedzie zbiorem wszystkich prostych z A przechodzacych przez P i niech
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A’ bedzie zbiorem prostych z A ktére nie s w M. Pokazemy, ze dowolnych
(k —1)2 + 1 prostych z A’ przechodza przez k — 1 punktéw.

Istotnie, dla dowolnego zbioru (k — 1)2 + 1 prostych w A’ dodajemy co
najwyzej 2k — 1 prostych z M, i jesli to konieczne kilka prostych z A’, aby
otrzymadé tacznie k2 +1 prostych. Z zalozenia indukcyjnego tych k?+1 prostych
przechodzi przez k punktow. Niech N bedzie zbiorem tych punktéw. Pokazemy,
ze P € N. Ot6z, istnieje co najmniej k4 1 prostych w M przechodzacych przez
P, wiec gdyby P € N, to te proste przechodza przez co najmniej k+ 1 punktéw,
a zalozyliSmy, ze k punktow jest wystarczajacych.

Wobec tego P € N. Usuwajac P, dostajemy k — 1 punktéw lezacych na
prostych z A’ nieprzechodzacych przez P. W szczegdlnosei leza zatem na (k —
1)2 +1 prostych z A’, ktére na poczatku rozwazali$my. Na podstawie zalozenia
indukcyjnego S((k — 1)2 4+ 1,k — 1) jest prawda, wiec wszystkie proste z A’
przechodza przez k — 1 punktéw. Jednakze oznacza to, ze wszystkie proste z A
przechodza przez k — 1 punktow i punkt P, wiec tacznie przez k punktéw. To
koniczy rozumowanie indukcyjne.

Wystarczy jedynie sprawdzié¢ pierwsze dwa kroki indukcji, co jest latwe.

9. Dane sa liczby calkowite dodatnie r, a, b oraz liczby catkowite 1 < 21 <
22 < ... < z,. Ponadto spelnione sa nieréwnosci

fi6-2)<5<ii(-0) o

Pokazaé, ze

Rozwigzanie:
Wykorzystamy (nietrudny do pokazania) lemat Jesli 1 < 27 < z2 < ... <
Tporaz 1 <y <y <...< Yy, sa liczbami rzeczywistymi, ze

1(-2)<1(-5)

i=1

Réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy x; = n;.
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b
b—a’
o1

Wykorzystamy indukcje na 7 > 1. Wtedy a < b. Jedli r = 1, to 1 <
ktéra jest zmaksymalizowana dla b = a + 1. Wigc azy < ala+1) = (a+1)
(a+1)2".

Zalézmy, ze r > 2 i teza zachodzi dla liczb mniejszych od r. Ustalajac
a mozemy zalozyé, ze b jest takie, ze []x; jest maksymalizowany i warunki
zadania sg spelnione. Poléimy n; := (a+1)%  +1dlai < rin, := (a+1)2 .
Wtedy 1 <ni <ng <...<n,i

ﬁ(l—é):ail<ﬁ<1—;>.

=1 =1

Wobec tego z zatozenia o maksymalnosci produktu wiemy, ze

i=1 i=1

Jedli ary < any = (a+1)%2 -1, to mnoi@cprzez 57 dostajemy

T r—1

1 1
H(-) <y <I(-1)
o xX; b(xl - 1) iy €T

Mozemy wiec zalozyé, ze ny < 1.

Jesli axyzo < aning = (a+1)*—1, to mnoi@cprzez %
jak wyzej dostajemy zadang nieréwnos$é. Wobec tego zatézmy, ze nine < x12s.
Postepujac tak dalej mozemy zalozy¢, ze [[io;n; <[]l 2 dlal < m <.
Jednakze na mocy [ podobna nieréwno$¢ zachodzi tez dla r = m.

Wykorzystujac powyzszy lemat mamy, ze

MO-2)-1(-2) -

i=1 =1

podobnie

Jako, ze 3| zachodzi dla jakiegos b wiec b = a + 1. Uzywajac ponownie lematu
mamy, ze x; = n; i wtedy
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10. Niech 0 < a1 < a2 < a3 beda liczbami calkowitymi. Pokazaé, ze istnieja
3 3

liczby calkowite x1, z2, x3 takie, ze Z |x;| > 0 oraz Z a;x; = 0 a takze
i=1 i=1

2
| < — 1.
1r2;cxgxg|xz| < ﬁ\/ag +
Rozwigzanie:

Niech a = /5. Dla dowolnej liczby catkowitej m rozpatrzmy szesciokat

H(m) = {(z,y) |2,y €Z°, -m—1<z<m, —-m-1<y<m, —-m—-1<a+y < m}.

Niech f(m) oznacza liczbe punktéw kratowych (réwniez na brzegu) H(m).
Zauwazmy, ze f(m) = 3(m + 1)? oraz f(m) jest funkcja niemalejaca. Wobec
tego dla dowolnego m mamy f(m) > 3(|m| + 1)2 > 3m? W szczegdlnodci
f(a) > as.

Niech teraz H = H(a). Dla dowolnego (z,y) € H, poldzmy

V(z,y) := a1z + asy (mod as).

Na podstawie zasady szufladkowej Dirichleta istnieja (x1,y1) # (22,y2) € H ze
V(z1,y1) = V(x2,y2). Zatem istnieje liczba catkowita x3 ze

ar(z1 — x2) + az(y1 — y2) + azxz = 0.
Latwo zauwazyé, ze |r1 — x| < 2n+ 11 |y1 — yo| < 2n + 1. Zatem
asl|zs| = lai(x1 — x2) + az(y1 — y2)| < laen + az(n + 1)| = (2n + 1)aq,

wiec |z3| < 2n 4+ 1.
WeZmy teraz uw = x1 — T2, v = y1 — Y2, w = x3 i zauwazmy, ze (u,v,w)
spelniajg warunki zadania.

11. W tréjkacie ABC punkt P jest taki, ze AB+ BP = AC + CP. Proste
BP i CP przecinaja AC' i AB w punktach E i F', odpowiednio. Okrag opisany
na tréjkacie BPC przecina proste AB i AC ponownie w punktach Z i Y,
odpowiednio. Pokazaé, ze istnieje okrag styczny do czterech okregéw opisanych
na tréjkatach BPF, CPE, BEY, CFZ.

Rozwiazanie:

Pokazemy, ze istnieje okrag styczny do czterech wymienionych okregéow a
jego érodkiem jest srodek O okregu opisanego na tréjkacie PBC.

Poniewaz AB+BP = AC+CP to istnieje okrag o srodku w punkcie I stycz-
ny do AB, AC oraz do pdlprostych P.B>7 PC. Niech EI przecina tuki PC, BY
okregéw opisanych na tréjkatach FPC, EBY w ich érodkach U,T. Podobnie
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FI przecina tuki PB,CZ okregbéw opisanych na tréjkatach FPB, FCZ w ich
srodkach V| R.

Niech M, N beda srodkami okregéw wpisanych w trojkaty PEC i PFB.
Poniewaz I jest srodkiem okregu F-dopisanego i $rodkiem okregu F-dopisanego
do tréjkatéw odpowiednio PEC i PFB, to U,V sa $rodkami IM oraz IN.
Wobec tego UV || M N, wiec

LOUV = 4(0U, MN) = 90° — L4 EPC = ¥(MN,OV) = SOVU.

A zatem OU = OV.
Ponadto

IUTO = 90° — 4(BY, EM) = 90° — S (EM, PC) = SOUT,

skad OT = OU. Podobnie OR = OV. Zatem OU = OV = OR = OT czy-
li okrag opisany na UV RT o érodku w punkcie O jest styczny do okregéw
opisanych na tréjkatach BPF, CPE, BEY, CFZ. 12. Ciag {an}n>1 definiu-

jemy nastepujaco: a; = 1, ap = 2 oraz a,.1 jest najmniejszg liczba, ktora
dotychczas nie wystapitla w ciagu i nwd(ay, any1) > 1. Pokazaé, ze {an}n>1
jest permutacja liczb naturalnych.

Rozwigzanie:
Ciag ten nazywamy ciagiem EKG (zréb sobie wykres tej funkcji i poréwnaj
ze swoim EKQG). Alternatywnie mozemy go zdefiniowaé jako a; = 1 oraz

an = min{bp(n): plan-1},
gdzie dla liczby pierwszej p i liczby catkowitej n > 2 definiujemy
by(n) := najmniejsza wielokrotno$é¢ p, ktéra nie jest w {a1,as,...,an_1}.

Pokazemy na poczatku lemat: Niech p bedzie nieparzysta liczba pierwsza,
ktéra dzieli jakis wyraz ciagu EKG. Jedli p dzieli a,, jako pierwszy wyraz, to
an = qp, gdzie q jest najmniejsza liczba pierwsza dzielaca a,_;. Ponadto ¢ < p
oraz apy1 = p 1 jedna z liczb an,an42 jest réwna 2p. Nowe liczby dzielace
jakiekolwiek wyrazy ciagu EKG rosna.

Oczywiscie liczby postaci pg, gdzie g jest dzielnikiem pierwszym a,—; sa
wszystkimi mozliwymi kandydatami dla a,, wigc pierwsza cze$¢ lematu jest
jasna.

Ponadto p musi by¢ najmniejsza liczba pierwsza, ktéra nie pojawita sie jako
dzielnik liczb {ai,as,...,a,-1} (gdyby p’ bylo mniejsza taka liczba pierwsza,
to p’q bylby lepszym kandydatem na bycie a,,). W szczegdlnosei liczby pierwsze,
ktére dziela wyrazy EKG rosna i ¢ < p.
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Wobec tego p jest kandydatem do bycia a,1 1 jest mniejszy niz by(n+1) >
by(n) = pq, wiec an41 = p. Ostatecznie albo a,, = 2p lub an42 = 2p.

7 powyzszego lematu wynika, ze liczby pierwsze pojawiajace si¢ w ciagu
EKG rosna, gdyz nastepna liczba po pierwszej podzielnej przez p jest réwna p.

Jedli nieskonczenie wiele wielokrotnosci liczby pierwszej p pojawia sie w
ciagu EKG, to wszystkie liczby catkowite dodatnie wystepuja w EKG.

Zatézmy przez sprzecznosé, ze kp jest pierwsza wielokrotnoscia p, ktéra nie
pojawia sie w ciagu EKG. Wezmy ny takie, ze a,, > kp dla n > ng. Poniewaz
nieskonczenie wiele wielokrotnosci p jest w ciggu EKG, to istnieje n > ng takie,
ze a,, = Ip dla pewnej liczby naturalnej [. Jednakze wtedy a,+1 = kp, poniewaz
nwd(a,, kp) > p 1 wszystkie mniejsze mozliwe wartosci ktére maja pojawiaé sie
w ciagu EKG juz si¢ pojawily — sprzecznosé.

Jestedmy teraz gotowi by pokazaé, ze {a, } jest permutacja. Istotnie, z kon-
strukcji zadna liczba nie moze pojawié sie dwa razy w ciggu EKG. Przypusémy,
ze tylko skonczenie wiele liczb pierwszych dzieli jakikolwiek wyraz EKG. Wte-
dy, jedna z nich pojawia sie w ciagu nieskonczenie wiele razy. Jednakze na mocy
powyzszych lematéw wszystkie liczby naturalne sa w EKG — sprzecznosé.

Wobec tego istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych, ktére dziela jakis
wyraz EKG. Wtedy na mocy lematu nieskonczenie wiele liczb parzystych 2p
jest w EKG, wiec wszystkie liczby parzyste tam sa. A to oznacza ponownie z
lematu, ze wszystkie liczby catkowite dodatnie sa wyrazami ciagu EKG.
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Mecz matematyczny grupy mtodszej

1. Znajdz wszystkie pary liczb catkowitych x i y, dla ktorych zachodzi
2% 4 615 = 2V,

Rozwigzanie:

Zauwazmy najpierw, ze nie ma rozwiazan, dla ktérych y < 0, gdyz prawa
strona réwnoéci jest wowczas nie wieksza niz 1, a lewa strona jest wieksza niz
615. Zatézmy, ze y > 1.

Rozwazmy to rownanie modulo 3. Zauwazmy, ze z° moze przystawaé tylko
do 011 oraz 615 = 3-5-41, zatem lewa strona rownosci moze przystawaé tylko
do 0 i 1. Natomiast prawa strona rownosci przystaje do 1 lub 2. Stad wiec obie
strony réwnosci musza przystawaé do 1, a jest tak tylko, jezeli y jest liczba
parzysta. Niech y = 21/,

Podstawiajac do réwnosci w zadaniu otrzymujemy:

2

!’ 2 / ’
3~5~41:615:2Lg:2:<2y) e <2y f:z:) (2@/ +z).

Ponadto (2?// - :z:) + (2?/ + x) = ou'+L, Szybkie sprawdzenie pokazuje, ze
jest tak tylko jezeli zapiszemy 615 = 5 - 123. Stad wiec:

¥ -z =5 ' —r =123
’ lub /
2 +x =123 2% +x =5
W obu przypadkach sumujac obustronnie dostajemy o'+l = 128 = 27, czyli
2¥" = 26 oraz y = 12. Podstawiajac te wartosci do réwnan dostajemy dwa moz-
liwe rozwiazania, x = —59 lub x = 59. Bezposrednio sprawdzajac dostajemy,

ze spelniaja one pierwotne réwnanie. Zatem jedynie pary (12,—59) i (12,59)
spelniaja pierwotne réwnanie.

2. Na plaszczyznie znajduje sie 20182°18 punktéw, przy czym zadne trzy
nie sa wspolliniowe. Kazdy z tych punktow jest w jednym z trzech koloréw:
czerwonym, zielonym lub niebieskim. Wiadomo jest, ze kazdy kolor wystepuje
co najmniej raz. Pokazaé, ze istnieje tréjkat majacy wierzcholki wéréd tych
punktéw, gdzie kazdy wierzchotek jest w innym kolorze i wewnatrz tego tréjkata
nie ma innych punktéw.

Rozwigzanie:



Wybierzmy tréjkat, ktéry ma wszystkie wierzchotki w réznych kolorach oraz
jego pole jest mozliwie najmniejsze. Oczywiscie taki tréjkat istnieje, poniewaz
liczba tréjkatéw o wierzchotkach w réznych kolorach jest skonczona. Gdyby
wewnatrz tego trdjkata znajdowal sie jaki§ inny punkt, to moglibySmy zamie-
ni¢ jeden z wierzchotkéw tréjkata na ten punkt, dzigki czemu otrzymaliby$my
mniejszy trojkat spelniajacy warunki zadania. Zatem ten trojkat jest szukanym
tréjkatem.

3. Dany jest tréjkat ostrokatny ABC, w ktorym L AC'B = 45°. Punkt O jest
srodkiem okregu opisanego na tréjkacie ABC, punkt H jest punktem przecigcia
wysokosci tréjkata ABC'. Prosta przechodzaca przez punkt O i prostopadia do
prostej C'O przecina proste AC' i BC odpowiednio w punktach K i L. Pokazaé,
ze obwod trojkata K LH jest réwny Srednicy okregu opisanego na trdjkacie
ABC.

Rozwiazanie:

Niech H4, Hp, He oznaczaja spodki wysokosci opuszczone z odpowiednich
wierzcholtkéw trojkata. Niech ponadto K’ i L' oznaczaja odbicie punktu H
wzgledem prostych AC i BC. Zauwazmy, ze leza one na okregu opisanym na
tréjkacie ABC. W istocie, zachodza réwnosci:

AK'CA=A{HCA=«{HcCA=KHpBA = £K'BA.

Analogicznie dla punktu L'.

Ponadto L HgCB = 45°, {BHgC = 90°, zatem £K'BC = {HpBC =
45° a wiec LKOC = 2-45° = 90°. Zatem punkt K’ lezy na prostej prostopadtej
do CO w punkcie O, czyli na prostej K L. Otrzymujemy wiec, ze odcinek K'L’
to érednica okregu. Poniewaz K’ i L’ to odbicia punktu H wzgledem bokéw
tréjkata, to zachodza réwnosci |KH| = |KK'| i |LH| = |LL'|, a wiec

|KH|+ |KL|+ |LH| = |KK'| + |KL|+ |[LL'| = |K'L'|,

co nalezalo udowodnié.

4. Liczby calkowite dodatnie a, b i ¢ spelniajg warunek
(a—b)2?+(b—c)*+ (c —a)?* = 6abc.

Pokazaé, ze liczba a® + b + ¢® + 1 nie jest podzielna przez liczbe a + b+ c+ 1.

Rozwigzanie:
Skorzystamy ze znanej tozsamosci (Girarda-Newtona):

a® + b+ =(a+b+c)(a® +b*+c?) — (ab+ be+ ca)(a+ b+ c) + 3abe.
(1)
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Przeksztalcajac réwnosé z tredci dostajemy:
a? 4+ b% 4 ¢? — ab — be — ca = 3abe,
Podstawiajac to do wzoru (1) otrzymujemy:

a®+ 0+ =(a+b+c)a®+b*+c —ab—be— ca) + 3abe
=3abcla+b+c+1).

Zatem a + b+ c+ 11a® + b3 + ¢ + 1, co nalezalo pokazaé.

5. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite dodatnie n, dla ktérych obie liczby
n™ + 1 oraz (2n)?" + 1 s liczbami pierwszymi.

Rozwiazanie:

Dla n = 1 obie liczby sa pierwsze. Zalézmy, ze n > 2.

Jezeli n jest liczba nieparzysta, to pierwsza z liczb jest liczba parzysta wigk-
sz3 niz 2, zatem jest liczba zlozona. Zalézmy wiec, ze n = 2¥m, gdzie k > 1im
jest liczba nieparzysta. Jezeli m > 1, to stosujac wzory skréoconego mnozenia
dostajemy

n"+1= <(2’“m)2k)m +1m = ((2km)2k + 1) (o),

a wiec liczbe mozna zapisa¢ jako iloczyn dwdch liczb wigkszych od 1.
Zachodzi wiec n = 2F. Jezeli 2 | k, to 24 (k+1) i

k k+1
@n)?" +1 = (241)% 41 = (22k) F1RH = (22k + 1) (),

a wiec ponownie otrzymujemy liczbe ztozona.
Jezeli 2t k, to

nml= (297 +1= (22’“)k+1’“ = (2 +1) (0,

a wiec jest to liczba zlozona.
Ostatecznie, jedyna liczba spelniajaca warunki zadania jest n = 1.

6. Dana jest kwadratowa plansza o rozmiarze 2018 x 2018. Dwoéch graczy
wykonuje na przemian ruchy w postaci wyboru koloru czarnego lub biatego i
postawieniu pionka w tym kolorze na jakim$ pustym polu. Gre wygrywa ten,
po ktorego ruchu na planszy znajdzie sie ciag pieciu pionkéw w jednym kolorze
(poziomo, pionowo lub na skos). Stwierdzié¢, czy gracz pierwszy ma strategie

Wygrywajaca.
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Rozwiazanie:

Pokazemy, ze gracz drugi ma strategie wygrywajaca. Jego strategia wyglada
nastepujaco: jezeli moze dostawié¢ piaty pionek do pewnego ciagu, robi to i
wygrywa; w przeciwnym razie wybiera kolor przeciwny do koloru, ktéry wybrat
jego przeciwnik w poprzednim ruchu i stawia pionek na polu symetrycznie
odbitym wzgledem Srodka planszy. Oczywistym jest, ze jezeli nie mogt dostawié
piatego pionka, to po jego ruchu réwniez nie bedzie to mozliwe, ze wzgledu na
symetrie ustawienia pionkéw. Zatem strategia ta zapewnia zwycigstwo graczowi
drugiemu.

7. Niech a,b € Z i niech ¢ < d beda takimi kolejnymi liczbami catkowitymi,
ze zachodzi 16wnoéé a — b = a?c — b%d. Udowodnié, ze |a — b| jest kwadratem
liczby calkowitej.

Rozwigzanie:

Zapiszmy d = ¢ + 1 i podstawmy:

a—b=a’c—b*(c+1)=da’*—b*c+b>=(a—Db)(a+b)c—b
a stad
b = (a — b)(c(a+b) —1).

Oczywiscie jezeli p jest liczba pierwsza i p | (a —b), to p | b2, czylip | b, a
wiec p | (a—b)+2b = (a+b). Stad wiec NWD(a—b,c(a+b)—1) = 1. Jednak
kazda liczba pierwsza wystepuje parzysta liczbe razy w wyrazeniu b, a wiec
wystepuje tez parzysta liczbe razy w kazdym z wyrazen a — b i c¢(a +b) — 1.
Stad wiec |a — b| jest kwadratem liczby catkowitej.

8. Dany jest trojkat ABC'. Niech O oznacza $rodek okregu opisanego na
tym trojkacie, a H oznacza punkt przeciecia si¢ wysokosci tego trojkata. Punkt
A lezy po przeciwnej stronie prostej OH niz punkty B i C. Niech d4, dp, d¢
oznaczaja odlegtosci odpowiednich wierzchotkéw tréjkata ABC od prostej OH.
Pokazaé, ze dqg = dp + d¢.

Rozwiazanie:

Lemat (Euler). Niech M4 oznacza $rodek odcinka BC. Woéwczas |AH| =
2|M40|.

Dowdd lematu. Niech Mp oznacza $rodek odcinka C'A oraz niech H4 i Hp
oznaczaja $rodki odcinkéw AH i BH. Oczywiscie HyHp || AB || MaMp, a
wiec zachodzi réwnosé

1
|[HaHp| = 3|AB| = [MaMpg|.
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Ponadto M4O || AH i Mg || BH. Zatem tréjkaty HHaHpg i OMsMp sa
przystajace. Stad dostajemy réwnosé |AH| = 2|HaH| = 2|M 40|, co nalezalo
dowies¢.

Niech teraz X 4, X5, X¢ i X oznaczaja rzuty kolejno punktow A, B, C' i
M 4 na prosta OH. Oczywiscie trojkaty AHX 4 i MaOXys sa podobne i zacho-
dzi |AX 4| = 2|M 4 X)s|. Ponadto, czworokat BXpXcC' to trapez prostokatny
i zachodzi |[MaXy| = 3(|BXp|+|CXcl). Stad wiec otrzymujemy:

dg = |AXA| = 2|MAXM‘ = |BXB| + |CXc| =dp +dg,

co nalezalo udowodnié.

9. Dana jest plansza o rozmiarze 100 x 100. Ile maksymalnie (3, 1)-skoczkéw
mozna postawi¢ na planszy tak, aby zadne dwa skoczki siebie nie atakowaly?
(3,1)-skoczki atakujg siebie jezeli stojg na przeciwleglych wierzcholkach prosto-
kqta o rozmiarze 2 X 4.

Rozwiazanie:

Zauwazmy najpierw, ze jak ustawimy skoczki w co drugiej kolumnie, to
dostaniemy poprawne ustawienie skoczkéw, ktore pokrywa polowe poél.

Pokazemy teraz, ze nie da si¢ tego zrobi¢ lepiej.

W tym celu ponumerujmy pola prostokata 2 x 6 w nastepujacy sposob:

1135|246
2141611315

Oczywistym jest, ze skoczek ustawiony w pewnym polu atakuje drugie pole z
taka sama cyfra. Oznacza to, ze nie mozna wypelnié¢ takiego prostokata wiecej
niz szeécioma skoczkami.

Nastepnie ponumerujmy pola prostokata 4 x 8 w nastepujacy sposob:

1 9|1 4110 7 |13 8 |16
10 3 (13,6 |11 | 4 |14 | 7
2 (11| 5 (14| 3 12| 6 |15
9 1 112 2 |15 5 | 16| 8

Podobnie jak poprzednio, kazda liczba wystepuje dwukrotnie i skoczek posta-
wiony w pewnym polu atakuje drugie pole o tym samym numerze. Wynika
stad, ze prostokata o rozmiarze 4 x 8 réwniez nie da si¢ wypelni¢ wigksza liczba
skoczkow niz polowa liczby pél.

Zauwazmy przy tym, ze z prostokatoéw 2 x 6 mozna utworzy¢ prostokat 4 x 6,
a z dwdéch takich prostokatéow i jednego o rozmiarze 4 x 8 mozna utworzyé
prostokat o rozmiarze 4 x 20. Natomiast ze 125 takich prostokatéw mozna
utworzy¢ prostokat o rozmiarze 100 x 100, co oznacza, ze nie mozna pokry¢ go
skoczkami w liczbie wiekszej niz polowa liczby jego pdl.
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Zatem mozna postawié¢ na tej planszy maksymalnie 5000 (3, 1)-skoczkow.

10. Udowodnij, ze réwnanie
(2+\/5)m+ <3+\/5)n = (4+\/5)k

nie ma rozwiazan w dodatnich liczbach catkowitych m, n, k.

Rozwiazanie:
Zalézmy nie wprost, ze istnieje rozwigzanie tego rownania. Korzystajac z
rozwiniecia dwumianowego otrzymujemy

(2+\/3)m+(3+\/5)n—(4+\/5)k=A+B\/5,

gdzie A i B to pewne liczby catkowite. Oczywiscie zaktadajac, ze liczby m, n,
k speliaja réwnos$¢ z zadania, otrzymujemy A = B = 0.

Gdy zamienimy dodawanie na odejmowanie liczb w nawiasach, to otrzyma-
my:

(2—\/5>m+(3—\/5)n—(4—\/5>k:A—B\/5:0.

Okazuje sie jednak, ze |2—\/3| < %, 0<3—vb<lorazd—+/5> %, zatem
(2-VB)m< i 0<(3-V5)" <loraz (4—V5)F > 2, astad:

(z—x/S)m+(3—\/5)n<%+1:g<(4—\/5)k,

a wiec sprzeczno$c¢ z zalozeniem, ze liczby m, n, k spelniajg réwnos¢ z zadania.

11. Dany jest kat ostry XOY. Wewnatrz tego kata znajduja sie punkty A i
B, przy czym zachodzi L AOX = £ BOY . Niech X 4, Xp oznaczaja rzuty pro-
stopadlte punktéw A i B na prosta OX. Analogicznie, niech Yy, Yg oznaczaja
rzuty prostopadle punktéw A i B na prosta OY. Udowodnié, ze proste AB,
XaYp, XpYa przecinajg sie w jednym punkcie.

Rozwigzanie:

Sposcb 1. Zadanie mozna rozwiagza¢ analitycznie. Bez straty ogdlnosci moz-
na zalézy¢, ze o$ wspolrzednych z jest dwusieczna kata XOY . Wowczas prosta
OX jest postaci y = pzr + q i ze zwgledu na symetrie wzgledem osi wspot-
rzednych z, prosta OY ma réwnanie y = —pxz — ¢q. Poniewaz proste OA i OB
odpowiednio tworzg réwne katy z prostymi OX i OY, to oznacza, ze sg odbi-
te symetrycznie wzgledem dwusiecznej kata XOY. Mozemy je zatem zapisaé
kolejno jako y =rx+siy = —rz —s.
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Dalej mozna wybraé¢ dowolne punkty lezace na prostych OA i OB, wyzna-
czyé ich rzuty na proste OX i OY i nastepnie wyznaczy¢ punkt przeciecia
prostych z tezy zadania. Te czesé pozostawiamy Czytelnikowi.

Sposcb 2. Niech C' oznacza rzut punktu O na prosta AB. Oczywiscie punkty
O, A, X4, Y, C lezag na jednym okregu, ktérego srednica jest odcinek OA.
Analogicznie dla piagtki punktéw O, B, Xg, Yg, C. Oznaczmy te okregi kolejno
przez wa i wp.

Zauwazmy rowniez, ze punkty X4, Xp, Ya, Yp leza na jednym okregu.
Istotnie, zachodza réwnosci £ XaY 0 = £ X A0 = LYpBO = £YpXpO
i analogicznie £ Y4 X40 = £XpYgpO. Zatem tréjkaty XaYA0 i YpY40 sa
podobne i na punktach X4, Xp, Y4, Yp mozna opisa¢ okrag. Oznaczmy go
przez w.

Dalej, érodek okregu w lezy na prostej AB.

Jest tak, poniewaz czworokaty ABXpX 4 oraz ABYpY to trapezy prostokat-
ne, a wiec odleglo$é srodka odcinka AB od kazdego z punktéow X4, Xp, Ya,
Yp jest taka sama. Niech srodek tego okregu bedzie oznaczony przez M.

Niech teraz Z oznacza punkt przecigcia prostych X, Xp oraz Y Yg. Za-
uwazmy, ze jest on $rodkiem potegowym okregdéw w, wa, wp, zatem w szcze-
gblnoéci lezy na prostej OC.

Niech D oznacza punkt przeciecia prostych X 2Yp i XpYa. Jako, ze punkt
Z lezy na przecieciu przekatnych czworokata X4 XpYgpYa, to punkt D jest
biegunem prostej OZ wzgledem okregu w, zatem prosta M D jest prostopadta
do prostej OZ. Wiemy jednak, ze prosta OZ jest réwniez prostopadta do prostej
AB ina prostej AB lezy punkt M. Zatem proste AB i M D pokrywaja sie. Stad
wiec proste X 4Yp, XpY4 i AB przecinaja sie w jednym punkcie, co nalezato
dowiesc.

12. Znajdz wszystkie pary liczb catkowitych x i y spelniajace réwnanie
225 + 47 =11

Rozwiazanie:
Zauwazmy, ze 6 - 7+ 1 = 43 jest liczba pierwsza. Mozliwe reszty modulo 43
to:

22% mod 43 € {0,2,8,22,27, 32, 39,42},
11 —y" mod 43 € {4,5,10,11,12,17,18}.

Zatem nie istnieja rozwiazania tego rownania w liczbach catkowitych.
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Mecz matematyczny grupy Sredniej

1. Znalezé wszystkie liczby rzeczywiste x spelniajace réwnosé:

8% 4 27* 7

12¢ + 18 6

Rozwiazanie:
Niech a = 2% oraz b = 3*. Wowczas:

6(a® +b%) = Tab(a +b)
czyli
6(a + b)(a® + b*> — ab) = 7(a + b)ab

ale skoro a + b jest rézne od 0 to:
6a + 66> — 13ab = 0

co daje
(3a —2b)(2a — 3b) =0

co nam daje dwa przypadki, 3a = 2b oraz 2a = 3b. Co daje x =1 lub z = —1.
Sprawdzamy i widzimy, ze obie te liczby spelniaja réwnanie.

2. Dana jest funkcja f, ktéra dla kazdej pary liczb rzeczywistych przyjmuje
wartosé rzeczywista oraz dla dowolnych z,y, z € R zachodzi

f@,y) + fy,2) + f(z,2) = 0.

Udowodnié¢, ze istnieje funkcja g okre$lona na zbiorze liczb rzeczywistych i
przyjmujaca wartosci rzeczywiste, taka ze dla dowolnych liczb a,b € R spetnio-
na jest rownosc:

f(a,b) = g(a) — g(b)

Rozwigzanie:
Udowodnimy, ze funkcja g(x) = f(z,0) spelnia warunki zadania. Wystarczy
wiec wykazaé, ze:

f(may> :f<x70)_f(y70)



Podstawiajac do warunku z zadania * = y = z mamy: 3f(z,z) = 0, czyli
f(z,x2) = 0. Podstawmy wiec y = z:

flx,y) + fly,y) + fly,z) =0

Zatem: f(x,y) = —f(y,x). Podstawmy z = 0:

f(:v,y)+f(y,0)—|—f(0,x) =0

czyli
f(x,y) +f(y70) - f(.Z‘,O) =0

Co bylo do udowodnienia.

3. Wyznaczy¢ wszystkie wielomiany P o wspoélczynnikach rzeczywistych,
takie ze dla dowolnej liczby rzeczywistej x spelniona jest réwnosé

P(2%) = P(z) - P(z +2)

Rozwigzanie:

W przypadku wielomianéw statych jest tatwo. Dalej zakladamy, ze P jest
wielomianem stopnia n. Woéwczas wielomian ten ma n pierwiastkéw zespolo-
nych (liczac z krotnodciami). Zaltézmy, ze liczba zespolona z jest pierwiastkiem
wielomianu P. Podstawiajac w danej réwnosci = z wnosimy, ze 22 jest takze
pierwiastkiem wielomianu P. Przyjmujac zaé 2 = z otrzymujemy, ze liczba
(2 — 2)? jest takze pierwiastkiem wielomianu P. Przypu$émy, ze wielomian P
ma pierwiastki zespolone o module wickszym niz 1 i wéréd nich wybierzmy
29 o najwiekszym module. Wéwczas liczba 23 takze jest pierwiastkiem wielo-
mianu P, a ma wickszy modul. W takim razie wielomian P nie moze mieé
pierwiastkéw zespolonych o module wiekszym niz 1. W analogiczny sposéb
uzasadniamy, ze wielomian ten nie ma pierwiastkéw zespolonych o module na-
lezacym do przedziatu (0, 1) (wystarczy rozpatrzy¢ pierwiastek o najmniejszym
module). Ponadto jesli liczba 0 bylaby pierwiastkiem wielomianu P, to wow-
czas pierwiastkiem wielomianu P bytaby takze liczba 4, co jest niemozliwe. W
takim razie wszystkie pierwiastki P lezg na okregu jednostkowym o $rodku w
0. Przypusémy teraz, ze wielomian P ma pierwiastek zp rézny od llezacy na
okregu jednostkowym. Wtedy liczba zp — 2 nie lezy na tym okregu i to samo
dotyczy liczby (29 — 2)2, ktéra jest pierwiastkiem P. Otrzymana sprzeczno$é
prowadzi do wniosku, ze jedynym pierwiastkiem zespolonym wielomianu P jest
1. Wiec P(z) = (x — 1)™.

4. Dane sg liczby calkowite x, y oraz liczby pierwsze p, q, R, ktére spelniaja
réwnosé
e+ R-pg=y"
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Udowodnié, ze przynajmniej jedna z liczb p, ¢ jest réwna R.

Rozwigzanie:

Rozwazajac réwnanie modulo R dostajemy, ze 't = y®(mod.R), ale na mo-
cy Matego Twierdzenia Fermata mamy, ze = x oraz y = y®, wiec dostajemy,
ze v =y. Zatem y — x jest podzielne przez R. Zauwazmy, ze:

et 4 2B 2y payft 4yl =R =0

A zatem na mocy wzoru skréconego mnozenia R?|yf — 2, wiec R?|R-pq, czyli
R|pq. Z pierwszosci R, p,q wynika teza.

5. Udowodni¢, ze dowolna liczbe catkowita da sie zapisa¢ jako sume pieciu
szesciandéw liczb catkowitych. Rozwiazanie:

Zauwazmy, ze
0+ (a+1)°+(a—1)%*+ (—a)® + (—a)® = 6a
Bt (a+1)P+(a—1)2+(—a)* + (—a)® =6a +1
(-1)*+(@+1)*+(a—1)*+(-a)* + (—a)* =6a—1=6k+5
22+ (a+1)>+(a—1)>%+ (—a)® + (—a)® = 6a + 8 = 6k +2
(=2 +(a+1)* + (a—1)* + (=a)® + (—a)® = 6a — 8 = 6k + 4
B +a+1)P+(@—1)3+(—a)®+ (—a)® =6a+27=6k+3

7 dowolnoéci a wynika teza.

6. Znalez¢ wszystkie liczby catkowite dodatnie n dla ktérych liczba
AN

jest kwadratem liczby calkowitej. Rozwiazanie:

Rozpatrujac réwnanie modulo 3 otrzymujemy, ze n jest parzyste. Zatem
n = 2k, czyli
777 = (x — 2°)(x +2)

Wystarczy wiec rozlozyé¢ 777 na iloczyn dwéch liczb (skonczona liczba przy-
padekéw) i sprawdzié¢ czy poszczegdlne nawiasy po prawej stronie moga byé
réwne odopowiednim warto$ciom.

7. Dana jest rodzina F podzbioréow zbioru 1,2,3,...,n majaca wiecej niz
2"~ ! clementéw. Pokazaé, ze istnieja dwa zbiory A, B € F takie, ze ich czesé
wspdlna jest zbiorem pustym. Rozwiazanie:
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Dla kazdego zbioru laczymy go w pare z jego dopelnieniem. W sumie jest
takich par 27~ '. Z zasady szufladkowej Dirichleta wynika teza.

8. Czy istnieje n postaci 2F — 1 dla pewnej liczby naturalnej k, ze wartosé
jakiegokolwiek ze wspolczynnikéw newtona (’Z) dla 0 < ¢ < n jest parzysta?

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze 2 dzieli 2% —i w tej samej potedze, w ktérej dzieli . Zapiszmy
teraz (7;) jako

nx(n—1)%-xn—j+1) (28 =1)%(2¥ —=2)x--- % (2F — )

1%2%---%j 1%2%---%7

. Widzimy, ze potega 2, ktora dzieli licznik i mianownik jest taka sama, zatem
kazda z tych liczb bedzie nieparzysta.

9. Alicja, Bartek i Cezary mieli do zrobienia n zadan. Po zrobieniu wszyst-
kich zadan byli ciekaw jak bardzo kolejnoéc ich robienia zadan sie pokrywaly.
Pokaz, ze dwdjka z nich zrobila ¥/n zadan w tej samej kolejnosci.

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze zamiast numeréw zadan mozemy rozpatrzaé miejsce i-tego
zadania w pierwszym ciagu. Zamienia to pierwszy ciag na rosnacy postaci
1,2,...n. Skorzystajmy teraz z twierdzenia Erdos’a-Szekeres’a dla drugiego
ciagu. Znajdziemy tam albo ciag rosnacy dlugodci ¢/n albo malejacy dlugosci
Vn2. Jezeli zachodzitby pierwszy przypadek, to teza zadania bytaby spetniona.
Zatem musi zachodzié¢ drugi. Analogicznie rozpatrujemy trzeci ciag i dochodzi-
my do wniosku, ze w obu najdluzszy rosnacy podciag jest krétszy niz /n.
Zdefiniujmy sobie teraz a; (b;) jako dlugos$é najdluzszego rosnacego podcia-
gu w drugim (trzecim) ciagu, gdzie ostatnia wartoscia jest i. Z ograniczenia
na dlugosé tego podciagu, wiemy ze mozliwych wartosci par a;, b; jest jedynie
V/n2, wiec z twierdzenia Dirichleta istnieje n liczb, ze dla dowolnych i,j z
nich zachodzi (a;,b;) = (aj,b;). Posortujmy je malejaco. Liczby te wystepuja
w obu ciagach w tej wlasnie kolejnoéci. Gdyby tak nie bylo to istnieja dwa
elementy, ze mniejszy jest przed wiekszym. Oznacza to, ze dla drugiego naj-
dtuzszym rosnacym podciggiem jest podciag mniejszego z nim jako ostatnim
elementem, co przeczy réwnosci dtugosci tych podciagéw. Otrzymalismy zatem
wspélny podciag dtugosei &/n.

10. Dany jest trojkat ABC oraz punkty D, E, F, ktére leza odpowiednio
na bokach BC,CA, AB. Proste AD, BE, C'F przecinaja sie w jednym punkcie.
Udowodnié, ze D jest srodkiem BC wtedy i tylko wtedy gdy FE||BC.
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Rozwiazanie:
Z twierdzenia Cevy oraz Twierdzenia Talesa (i don odwrotnego) dostajemy
teze.

11. Niech R oraz S beda réznymi punktami na okregu w przy czym odcinek
RS nie jest érednica w. Prosta [ jest styczna do w w punkcie R. Niech T bedzie
takim punktem, ze S jest srodkiem odcinka RT. Punkt J wybrano na kréotszym
tuku okregu w w taki sposob, ze okrag opisany na trojkacie JST przecina prosta
I w dwéch punktach. Niech A bedzie punktem przecigcia okregu opisanego na
JST oraz prostej [, ktory lezy blizej punktu R. Prosta AJ przecina okrag w
w punkcie K. Wykazaé, ze prosta KT jest styczna do okregu opisanego na
tréjkacie JST. Rozwiazanie:

Niech punkt L bedzie przecieciem prostej K S oraz prostej AT. Zauwazmy,
ze SJAT = 180 — $JST = 4JSR = SRKJ = J$ARJ. Wynika to z tego,
ze AJST, JSKR to czworokaty cykliczne oraz AR to styczna do w. Skoro
SJAT = 4RKA to RK||AT. Skoro tak i skoro S to érodek AT to RKTL
jest réwnoleglobokiem. Ponadto ¥ARS = $RKS = 4SLT bo AR jest stycz-
na do w oraz RK||AT. Czyli YALS = 180 — LARS czyli czworokat LARS
jest cykliczny, czyli ¥SAL = XLRS, ale skoro RKTL to réwnolegtobok, to
4STK = SLRS = 4¥SAL. Oznacza to, ze KT jest styczna do okregu opisa-
nego na AT'SJ, co bylo do udowodnienia.

12. Dany jest trojkat ABC. Niech Hy, Hp, Hc oznaczaja spodki wysokosci
opuszczone z odpowiednich wierzchotkéw trojkata. Punkt X lezy na okregu
opisanym na tréjkacie HyHpHc. Punkty X4, Xp, X¢ to odbicia punktu
X odpowiednio wzgledem prostych BC, C A, AB. Pokazaé, ze proste HaX 4,
HpXp, HoXc sa rownolegte.

Rozwiazanie:

Lemat 1 Tréjkaty ABC, AHgHe, Hy1BHc, H4HpC sa podobne.

Dowéd Na czworokacie BC H g Ho mozna opisaé okrag, a wiec YAHpHo =
YABC oraz SAHcHp = SACB. Zatem AABC ~ AHgH¢ i analogicznie dla
pozostalych tréjkatow.

Lemat 2 Dany jest punkt X oraz proste k i [ przecinajace sie¢ w punkcie O.
Punkty P, @, R to odbicia punktu X wzgledem prostych k, [ oraz dwusiecznej
(dowolnej!) kata miedzy prostymi k i I. Wowczas prosta OR jest symetralng
odcinka PQ.

Dowéd Przeliczenie na katach.

Niech R4, Rp, Rc oznaczaja kolejno odbicia punktu X wzgledem prostych
HpHo, HoHa, HaHp. Dzigki lematom wiemy, ze proste X X4, X Xp, X X¢
sg symetralnymi odcinkéw RgRc, RcRa, RaRp, wiec w szczegdlnosci sa do
nich prostopadte. Z twierdzenia o prostej Simpsona wiemy, ze punkty R4, Rp,
R¢ sa wspdlliniowe. Zatem proste X X 4, X Xp, X X¢ sa réwnolegle.
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Mecz matematyczny grupy starszej

1. Znalez¢ wszystkie wielomiany dwéch zmiennych P(z,y) o wspélezynni-
kach rzeczywistych, takie, ze

P(ab,c* +1) + P(bc,a® + 1) 4+ P(ca,b* +1) = 0

Rozwigzanie:
Niech A(a,b, ¢) oznacza, ze do gléwnego réwnania podstawiamy liczby a, b
i c. Mamy wtedy
A(0,0,0) = P(0,1) = 0.

A(0,0,¢) = P(0,y) =0 dla y>1.
Czyli z | P(x,y). Teraz
A(a,b,0) = P(z,1) =0 dla zeR

Czyli y — 1| P(x,y). Zatem dostajemy P(z,y) = z(y — 1)Q(x, y). Wstawiajac
to do gléwnego réwnania otrzymujemy:

Ala,b,c) = cQ(ab,c® +1) + aQ(be,a® + 1) + bQ(ca, b*> + 1) = 0.
Oznaczajac ostatnia réwnoséé jako B(a,b,c) dostaniemy
B(0,0,¢) = Q(0,y) =0 dla y>1.

Zatem z | Q(z,y). Czyli Q(x,y) = zR(z,y) i znowu wstawiajac to do wcze-
$niejszej réwnoéci dostaniemy

R(ab,c® +1) + R(bc,a® + 1) + R(ca,b* + 1) = 0.

Dostaliémy wiec takie samo réwnanie co na poczatku. Czyli indukcyjnie moze-
my dowie$é, ze nasz wielomian P jest podzielny przez 2" (y—1)" dla dowolnego
naturalnego n. To implikuje nam, ze wielomian P(x, y) jest tozsamosciowo row-
ny 0 i to daje nam jedyne rozwiazanie.

2. Pokolorujmy kazda liczbe catkowita dodatnia na czerwono lub na niebie-

sko. Udowodnié, ze istnieje nieskonczony ciag liczb catkowitych dodatnich a; <
a1+as

az < az <...<ap <...taki, ze nieskoficzony ciag a1, “5**, az, “2;“3 ,as, “3'2"“4 -

jest ciagiem liczb catkowitych dodatnich pomalowanych na ten sam kolor.



Rozwiazanie:

WeZmy a; = 1 i bez straty ogdlnosci zalézmy, ze ta liczba jest niebieska.
Nastepnie wezmy do naszego ciagu jak najwiecej mozliwych a;. Niech a; bedzie
naszym najwiekszym wzietym wyrazem. Oznacza to, ze nie mozemy wziaé juz
zadnej liczby do naszego ciagu. Zatem dla dowolnej liczby calkowitej y jedna z
liczb a4+ y 1 ar + 2y jest czerwona (w przeciwnym wypadku mogliby$my wziaé
ak+1 = a + 2y). Zauwazmy teraz, ze istnieje pewna liczba by > aj pokoloro-
wana na czerwono (w przeciwnym wypadku teza jest oczywista). Zaczynajac
teraz od b; wybierzmy czerwone bs, b3, ... w taki sposob, ze liczby b; sa niepa-
rzyste, czerwone oraz liczby % sg czerwone. Podobnie jak wcze$niej niech
by bedzie najwieksza liczba jaka mozemy wybraé. Analogicznie dla kazdego
z > 0 co najmniej jedna z liczb b, + z i by, + 22 jest niebieska. Wezmy teraz
dowolna liczbe X > b, pokolorowana na czerwono. Wtedy 2X — b,, musi by¢
niebieska bo inaczej moglibySmy wziaé¢ b1 = 2X — b, > by,. Zatem teraz
zauwazmy, ze skoro ay 1 2X — b, sa niebieskie oraz 2X — b, > b,, > ay, wiec
liczba

ap +2X — b, by, — ay,

Ckres T Tm oy Im T Tk

2 2

musi by¢ czerwona, gdyz w przeciwnym wypadku wzieliby$my ag1 = 2X —b,,.
Zatem oznaczajac T = bm%‘““ dostajemy, ze jesli X > b, jest czerwone to X —T
jest tez czerwone. Zatem dla'Y > b,,, —T', je$li Y jest niebieskie to Y +7 réwniez
jest niebieskie. Zatem dostaniemy nieskonczony ciag arytmetyczny niebieskich
liczb i biorac go dostajemy teze.

3. Zdefiniujmy funkcje g-batq jako taka funkcje f : R — R, ze dla kazdych
T,y €ER z<y= f(x) < f(y) oraz dla kazdego z € R f2018(2) jest catkowite.
a) Czy istnieje taka funkcja g-bata f, ze f(z) jest catkowite tylko dla skonczenie
wielu x?

b) Czy istnieje taka funkcja g-bata f i rosnacy ciag liczb rzeczywistych a; <
as < az < ... taki, ze f(z) jest calkowite wtedy i tylko wtedy, gdy = = a; dla
jakiegos 7

Rozwiazanie:

4. Niech p bedzie liczba pierwsza. Zalézmy, ze istnieja takie rézne dodatnie
liczby catkowite u, v, ze p jest Srednig kwadratowa u i v. Udowodnié, ze 2p—u—wv
jest kwadratem lub dwukrotnoscia kwadratu.

Rozwiazanie:
Warunek, ze p jest $rednig kwadratowa v i v jest réwnowazny 2p? = u’+v2.
Zalozmy bez straty ogdlnoéci, ze u < p < v. Zapiszmy u =p—k, v = p+1
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dla catkowitych dodatnich k, [, gdzie k < p (bo u > 0). Podstawiajac w 2p? =
u? + v? otrzymujemy
2% = p? — 2pk + k2 + p? 4 2pl + 12
2k —1) = k? + 12
Jako ze prawa strona jest dodatnia, to k — 1 > 0. Niech ¢t = k — [. Wtedy
0<t<k<p Zauwazmy, ze 2p —u—v=2p— (p—k)— (p+1) =k —1=1t,

zatem wystarczy dowie$¢, ze t jest kwadratem lub dwukrotnoscia kwadratu.
Podstawmy wiec k =1 + t:

o2pt = (1+1)* + 12
0 =202+ 20t + > — 2pt

Poniewaz 212 + 2t + t?> — 2pt traktowana jako funkcja kwadratowa [ ma pier-
wiastek catkowity, to wyréznik tej funkcji jest liczba catkowita. Ten wyrdznik
Wynosi

A= /42 —4-2(12 — 2pt) = 24/t(t — 2t + 4p) = 2/t(4p — 1),

co oznacza, ze t(4p—t) jest kwadratem liczby catkowitej. Niech d = nwd(¢,4p—
t) = nwd(¢,4p) = nwd(¢,4) (0 < t < p, i p jest liczba pierwsza, wiec t i p sa
wzglednie pierwsze), i niech s = t/d. Zauwazmy, ze skoro d = nwd(t,4), to d|4.
Wtedy t(4p—t) = d?s(4p/d—s), co oznacza, ze s(4p/d—s) jest kwadratem. Ale
nwd(s,4p/d — s) = nwd(t/d, (4p — t)/d) = 1, czyli s tez musi by¢ kwadratem.
Poniewaz t € {s,2s,4s}, to t jest kwadratem lub dwukrotnoscia kwadratu.

5. Liczbe naturalng nazwiemy ladna jezeli suma jej cyfr w zapisie dziesigt-
nym jest podzielna przez 2018 Rozstrzygnij czy:
a) istnieje taka liczba naturalna N, ze wszystkie liczby N, 2N,... 2018N sa
tadne.
b) istnieje taka liczba naturalna N, ze wszystkie jej wielokrotnosci sa tadne.

Rozwiazanie:

a) N =1+ 10°% + 102 + .... + 1052917 gpelnia warunki zadania, bo suma
cyfr liczby N -k dla k < 10* to 2018 razy suma cyfr liczby k.
b) Lemat: dla dowolnej liczby calkowitej k istnieje liczba x bedaca wielokrot-
noscia k, sktadajaca sie z pewnej liczby zer poprzedzonej pewna, niezerowa,
liczba jedynek.
Dowdd Lematu: Wezmy liczby 1,11,111, 1111, ,L’} 7 zasady szufladkowej

k+2
Dirichleta wynika ze pewne dwie z tych liczb maja réwne reszty modulo k. Ich
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réznica spetnia warunki lematu.

Dowdéd nie wprost: zatézmy, ze pewne N spelnia warunki zadania. Wezmy z
Lematu wielokrotnos¢ N postaci 1....10....0. Mozemy zalozy¢, ze | > 2, ponie-
o ——

l s
waz jezeli | = 1 to mnozac te liczbe przez 11 otrzymamy réwniez wielokrotnosé

N. Zauwazmy, ze 1...10....0, 1..10....0 i 9...90....0 tez sa wielokrotnos$ciami
S =~ o~

l s+l I s+l-1 l s
N. Wynika z tego, ze 1..19...90....0 oraz 1...1209...90....0 réwniez sa wie-
YYYY ™
s — — s

lokrotnosciami N (poniewaz sa suma wczesniej wymienionych wielokrotnosci
N), jednak sumy ich cyfr réznia sie o doktadnie 9, wiec nie moga obie dzieli¢
sie przez 2018 co dowodzi sprzecznosci.

6. Rozstrzygnad, czy istnieje taka dodatnia liczba catkowita m, ze
(m+1°%+(m+2)>+- 4+ (2m)?

jest kwadratem liczby catkowite;j.

Rozwigzanie:

Oznaczmy F,, = 22" 4 1. Przypusémy ze pewien ciag arytmetyczny (ay,)n>1
z réznica d > 0 ma dokladnie 2 < a < 400 wspdlnych elementéw z (F),)n>1.
Ostatnie dwa wspélne wyrazy ciagéw to ap = 22 f1liaq =241,k <,
§ < m. Wtedy dla; — a, = 2%’ (22" =% —1). Gdyby d = 2°, b < 2", to widaé ze
d|Fp41 — Fyy 1 mamy sprzecznosé.

Zatem istnieje nieparzyste dy > 1, dp|d. Czyli

22" =1 (mod do) = (22" "¥)2" " =1 (mod dy).

Zatem
92m—j _om

do2%" (2 —1) & d|Fapm_j — Frn.

Ponownie otrzymaliSmy wiekszy wspdlny wyraz ciagdéw, zatem przypuszczenie
byto btedne.

7. Krzysztof i Iza graja w gre na planszy 100x100 podzielonej na kwadraty
jednostkowe. Najpierw Iza w kazdym polu planszy zapisuje liczbe z zakresu 1
do 10000 w taki sposéb, ze kazda liczba jest wpisana w doktadnie jedno pole.
Potem Krzysztof wybiera pole ze skrajnie lewej kolumny i umieszcza na nim
swéj pion. Nastepnie wykonuje ruchy, poruszajac pion na jedno z sgsiednich pol
(sasiadujace krawedzia lub wierzcholkiem). Gra koficzy sie gdy pion dotrze na
pole w skrajnie prawej kolumnie. Dodatkowo za kazde pole na ktérym stanie
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pionek Krzysztof musi zaplacié¢ Izie tyle monet, jaka liczba byla napisana na
polu. Krzysztof chce zaplacié¢ Izie jak najmniej, z kolei Iza chce tak wpisaé
liczby, zeby zarobi¢ jak najwiecej. Ile monet zaplaci Krzysztof Izie, jezeli oboje
beda grali optymalnie?

Rozwiazanie:

a)Pokazemy, ze Iza zarobi co najmniej 500000 monet wpisujac liczby jak w
planszy ponizej.

Rozwazmy Sciezke, ktora przeszed! pion Krzysztofa. Dla kazdego 1 < n < 50
istnieja dwa sasiednie pola odpowiednio w kolumnie 2n — 1 i 2n, ktére od-
wiedzil pion. Latwo zauwazy¢, ze suma liczb na tych polach to co najmniej
200(2n — 1). Wiec liczba monet ktére zaplacil Krzysztof wynosi co najmniej
200(143+5+....4+99)=500 000.
b)Pokazemy, ze Krzysztof zaplaci co najwyzej 500000 monet, niezaleznie jak
Iza wpisze liczby. Podzielmy plansze na 50 poziomych prostokatow 2 x 100.
Wybierzmy ten prostokat, ktérego suma liczb wpisanych w pola jest najmniej-
sza. Poniewaz suma wszystkich liczb na planszy to 50 005 000 to w naszym
prostokacie ta suma wyniesie co najwyzej 1 000 100. W kazdej kolumnie na-
szego prostokata wybierzmy pole z mniejszg wpisana liczba. Oczywiscie liczba
to bedzie o co najmniej jeden mniejsza od drugiej liczby z kolumny. Rozpatrz-
my Sciezke ztozona z wybranych przez nas pél, oraz sume liczb wpisanych w
jej pola (5). Suma liczb wpisanych w pola naszego prostokata to co najmniej
25+100. Wobec tego 25 + 100 < 1000100 = S < 500000.

Odpowiedz: Jezeli Krzysztof i Iza beda grali optymalnie, to Krzysztof zaplaci
Izie doktadnie 500 000 monet.

8. Sejf Krzysztofa, w ktérym trzyma swoj ciezko wywalczony brazowy me-
dal, wymaga wprowadzenia 3-cyfrowego kodu, aby go odblokowaé. Iza chcialaby
popodziwiaé¢ ten medal, ale Krzysztof poszedl na wyklad, i nie powiedzial kodu
Izie. Jako ze sejf sie blokuje po wprowadzeniu niewlasciwego kodu, Iza nie mo-
ze zgadywaé kodu bezposrednio. Jednakze Iza jest madra, i zbudowala sonde,
ktéra moze testowaé kombinacje cyfr bez wprowadzania ich do sejfu. Sonda
od razu po przetestowaniu odpowiada Cieplo, jezeli co najmniej jedna cyfra
sie zgadza, Zimno w przeciwnym wypadku. Przyktadowo, jezeli wlasciwym ko-
dem jest 014, to odpowiedzi sondy na 099 i 014 sa oba Clieplo, ale odpowiedzia
na 140 jest Zimno. Jaka jest minimalna liczba m taka, ze Iza moze sobie za-
gwarantowaé, ze po zastosowaniu sondy m razy bedzie wiedzie¢, jaki jest kod
odblokowujacy sejf?

Rozwiazanie:
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Najpierw udowodnimy, ze m < 13, pokazujac strategie lzy, ktéra pozwala
jej zawsze odgadnaé kod w 13 zastosowaniach sondy. Wyglada ona nastepujaco:
w pierwszych 10 prébach wpisuje kod aaa dla kazdej cyfry 0 < a < 9. Niech
S = {s1,...,8} to zbidr takich cyfr a, przy ktérych sonda odpowiedziala
Cieplo — jest to tez zbior cyfr poprawnego kodu. Niech takze b to dowolna
cyfra nienalezaca do S. Wowczas mamy nastepujace przypadki:

e |S| =1 — wtedy znamy kod od razu, poniewaz sklada sie tylko z jednej
cyfry.

e |S| = 2 — wtedy testujemy kody s1bb, bs1b, bbsy. Jezeli odpowiedzia na
s1bb jest Clieplo, to wiemy, ze pierwszg cyfra kodu jest si, a w przeciw-
nym wypadku pierwsza cyfra jest so. Analogicznie za pomoca bs1b i bbsy
poznajemy druga i trzecig cyfre poprawnego kodu.

e |S| = 3 — wtedy wiemy, ze kazda z cyfr s, s2, s3 wystepuje dokladnie raz
w poprawnym kodzie. Testujemy najpierw kody s1bb i bs1b. Jezeli na s1bb
sonda odpowie Cieplo, to wiemy, ze pierwsza cyfra jest s;. Analogicznie
w przypadku bs1b. A jezeli na oba kody sonda odpowie Zimno, to wiemy,
ze trzecia cyfra jest s1. Zatem po tych dwoch kodach znamy pozycje cyfry
s1 — bez straty ogélnosci zalézmy, ze jest to pierwsza cyfra. Wtedy jako
ostatni kod testujemy bsab — jezeli sonda odpowie Clieplo, to poprawnym
kodem jest sisss3, w przeciwnym przypadku sq83Ss.

Zatem 13 préb starczy.

Pokazemy teraz, ze nie da si¢ zagwarantowa¢ znajomosci kodu po 12 pré-
bach. W tym celu najpierw zauwazmy, ze jezeli istnieje n kodéw spelniajacych
dotychczasowe odpowiedzi sondy, to nie da sie zagwarantowaé wyznaczenia po-
prawnego kodu w mniej niz log, n préob. Jest tak dlatego, ze kazda préba daje
tylko dwie mozliwe odpowiedzi, czyli po zastosowaniu k& < log, n préb mamy
jedynie 2F < 282" — n mozliwych zestawéw odpowiedzi, czyli z zasady szu-
fladkowej Dirichleta dwa z kodéw beda odpowiadaé¢ temu samemu zestawowi
odpowiedzi sondy.

Rozwazmy pierwsze 6 prob, i zaldézmy, ze na kazda z nich odpowiedzig
bylo Zimno. Daje to co najmniej 10 — 6 = 4 mozliwosci na kazdg cyfre, czyli
co najmniej 4> = 64 mozliwe kody. Jezeli na ktéras cyfre jest wiecej niz 4
mozliwosci, to oznacza, ze liczba mozliwych kodéw jest wigksza niz 64, czyli
wymaga tez wiecej niz log, 64 = 6 kolejnych préb sonda, czyli w sumie wiecej
niz 12. Zalézmy zatem, ze kazda cyfra ma dokladnie 4 mozliwosci, i bez straty
og6lnosci zatézmy, ze te mozliwosci to 0,1,2,3. Spdjrzmy na siddmag probe. Ma
ona dwa przypadki:

e Kazda cyfra z siédmej préby nalezy do {0,1,2,3}. Wtedy, jezeli son-
da odpowie Cieplo, to pozostawia 4% — 32 = 37 mozliwych kodéw. Ale
logy 37 > log, 32 = 5, czyli wymaga to jeszcze co najmniej szesciu kolej-
nych préb sonda, czyli w sumie co najmniej 13.
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e Co najmniej jedna cyfra z siédmej préoby nie nalezy do {0,1,2,3}. Bez
straty ogdlnosci zalézmy, ze to pierwsza cyfra. Wtedy, jezeli sonda od-
powie Zimmno, to na pierwsza cyfre zostaly 4 mozliwoéci, a na pozostale
co najmniej 3, co daje co najmniej 4 - 3 - 3 = 36 mozliwych kodow. Ale
log, 36 > log, 32 = 5, czyli wymaga to jeszcze co najmniej szesSciu kolej-
nych préb sonda, czyli w sumie co najmniej 13.

Zatem nie da si¢ lepiej niz 13 prob sonda, czyli m = 13.

9. Okregi wy i wo przecinaja sie w punktach M i N. Prosta [ jest styczna
do okregu wy w punkcie A i do wy w punkcie B, przy czym punkt M lezy blizej
prostej { niz punkt N. Punkty C' i D sa odbiciami odpowiednio punktéow A,
B wzgledem punktu M. Okrag opisany na tréjkacie DC'M przecina okregi wy
i wo odpowiednio w punktach E i F, réznych od M. Wykazaé, ze promienie
okregéw opisanych na tréjkatach M EF i NEF sg rowne.

Rozwiazanie:

Udowodnimy najpierw lemat:

Lemat

Prosta E'F jest wspdlng styczna okregdw wy i ws.

Dowdéd lematu

Niech E’ i F’ beda punktami stycznosci wspélnej stycznej do tych okregdw,
réznej od I, gdzie B € wy 1 F' € wo. Zauwazmy, ze jeSli X = MN N AB to z
potegi punktu

XA?=XM-XN=XB?

czyli XA = XB. Zatem M X || AD, czyli 0105 L AD, gdzie O; i Oy to $rodki
okregéw w1, wy. Teraz poniewaz A i E’ sy symetryczne wzgledem 0105 to
dostajemy, ze punkty A, D i E’ sg wspolliniowe. Analogicznie dowodzimy, zZe
B, C'i F' sg wspélliniowe. Zauwazmy teraz, ze

IDCA = XCAB = SDE' M,

czyli E' lezy na okregu opisanym na MCD i podobnie F’ lezy na tym okregu.
Stad dostajemy, ze E = E' i F = F' a to dowodzi tezie lematu.

Przejdzmy teraz do rozwiazania zadania.

Zauwazmy, ze

IENF = 180°~INEF—JINFE = 180°~INME—-JINMF = 180°~XEMF.

Niech teraz N’ bedzie odbiciem N wzgledem EF. Z powyzszej réwnosci katéw
dostajemy, ze N’ lezy na okregu opisanym na tréjkacie M EF. Jednak okregi
opisane na tréjkatach NEF i N'EF sa symetryczne wzgledem prostej EF,
czyli majg rowne promienie. Stad juz wynika teza zadania.
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10. Punkt D jest dowolnym punktem na boku BC trojkata ABC. Okregi
w1 1 we przechodza przez A i D, w taki sposéb, ze BA jest styczne do wq, a
C A jest styczne do ws. Niech BX bedzie drugg styczna z punktu B do wq, a
CY druga styczna z punktu C' do wy (X € w1 1Y € wy). Udowodnié, ze okrag
opisany na trojkacie X DY jest styczny do BC.

Rozwiazanie:

Rozwazmy inwersje wzgledem okregu o srodku w D i dowolnym promieniu.
Obraz punktu lub figury P oznaczmy przez P’. Zobaczmy jaka konfiguracje
otrzymamy: Punkt D bedzie lezal na boku B’'C’ tréjkata A’B’C’. Proste AC i
AB przejda na okregi opisane na tréjkatach DA'C’ i DA’B’ zatem w) bedzie
prosta przechodzacg przez A’ i styczna do okregu opisanego na tréjkacie A’B’D,
natomiast w) bedzie prosta przechodzaca przez A’ i styczna do okregu opisanego
na tréjkacie A’C'D. Oczywiscie X' i Y’ beda takimi punktami na wj i wj,
ze okregi opisane na tréjkatach B'DX’ i C'DY’ sa styczne odpowiednio do
prostych w] i wh. Obrazem okregu opisanego na tréjkacie DXY jest oczywiscie
prosta X'Y”’| zatem nasza teza jest to, ze X'Y’ || BC. Niech teraz M i N beda
punktami przeciecia prostej B'C’ z w] i wh. Wtedy z potegi punktu dostajemy

NY"? =ND.NC'=NA"?,

czyli N jest érodkiem A’Y’. Podobnie M bedzie érodkiem A’X’. Zatem MN ||
X'Y" ale M N to prosta BC, wigc dostajemy teze zadania.

11. W czworokacie wypuklym ABCD pélproste BA i CD przecinaja sie
w punkcie P, a polproste BC' i AD przecinaja sie w punkcie Q. Punkt H jest
rzutem punktu D na prosta PQ. Udowodnié, ze w czworokat ABC D da sie
wpisaé¢ okrag wtedy i tylko wtedy gdy okregi wpisane w trojkaty ADP i CDQ
widaé¢ pod tym samym katem z punktu H.

Rozwiazanie:

Oznaczmy przez wi i wo okregi wpisane w trojkaty ADP 1 CDQ, a przez
I; i I, érodki tych okregéw. Niech jeszcze I = PIy N Qls. Zalézmy najpierw,
ze okregi wi i wy wida¢ z punktu H pod tym samym katem. Rozwazmy jed-
nokladnosé o $rodku w D i ujemnej skali, przeksztalcajacej w; na wy. Wtedy
I — I iniech R i H' bedg obrazami P i H w tej jednokladnosci. Ponadto
niech S = RI> N PQ. Z zalozenia wiemy, ze okrag wo widaé¢ z punktéw H i H'
pod tym samym katem, zatem HIo = H'I5, czyli punkt I jest réwnoodlegly
od réwnoleglych prostych PQ i RH'. Zatem I5 jest srodkiem R.S. Niech teraz
X bedzie punktem w nieskonczonosci prostej RS. Wtedy

(X,15;S,R) = 1.
Rzutujac ten dwustosunek z punktu P na IQ dostajemy, ze

(17127Q5T) = 1a
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poniewaz PI || RIy, gdzie QT jest dwusieczna wewnetrzna kata ¥DQC w
tréjkacie CDQ. Zatem oczywistym staje sie, ze punkt I jest $rodkiem okregu
dopisanego do tréjkata C' DQ naprzeciwko punktu . Podobnie I jest srodkiem
okregu dopisanego do trojkata ADP naprzeciwko punktu P. Zatem jest to
ten sam okrag, ktory oczywiscie jest styczny do bokéw czworokata ABCD.
Pozostaje jedynie zauwazy¢, ze przeksztalcenia byly réwnowazne, wigc mozemy
odwréci¢ nasze rozumowanie zeby dosta¢ implikacje w druga strone.
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