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Zadanie 1. Dowiesé, ze

\/3—¢§+ \/5—\/24+ \/7—\/48: 1.
Zadanie 2. Wyznaczy¢ wszystkie rozwiazania uktadu réwnan

2522 + 9y% = 12yz
9y? + 422 = 202z
422 + 2522 = 30zy

w liczbach rzeczywistych z, y i 2.

Zadanie 3. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite n, dla ktorych liczba
% o2 s s
2 4 2 4

Zadanie 4. Wyznacz wszystkie tréjki (a, b, ) liczb rzeczywistych spelniajace uklad réwnan:

jest tez liczba catkowita.

a’? 4+ b% 4 c? =23
a-+2b+4c =22

Zadanie 5. Wyznaczy¢ wszystkie pary (z,y) liczb rzeczywistych spelniajacych uklad réwnan
(z—y)(a®+y°) =7
(z+y)(a® —y’) =3

Zadanie 6. Wyznacz wszystkie tréjki (z,y, z) liczb rzeczywistych spelniajace uklad réwnan:

2 —(y+z+y)r+(y+2)yz=0

v —(z+z+zx)y+(z2+2)zx =0

2 —(z+yt+ay)z+(@+yley=0
Zadanie 7. Znalezé wszystkie pary dodatnich liczb catkowitych (a,b) takie, ze liczba 2% + 3 jest kwadratem liczby calkowitej.
Zadanie 8. Wyznaczy¢ wszystkie takie pary liczb pierwszych (p, ), ze liczby p? + ¢3 i p® + ¢® sa kwadratami liczb catkowitych

Zadanie 9. Niech a i k beda takimi liczbami catkowitymi dodatnimi, ze a®+k jest dzielnikiem liczby (a—1)a(a+1). Udowodnié,
ze k> a.

Zadanie 10. Liczby calkowite dodatnie a, b, ¢ sa parami wzglednie pierwsze oraz spelniaja réwnanie a? + b2 = c2. Liczby a i ¢
sg nieparzyste. Udowodnié, ze b + ¢ jest kwadratem liczby catkowitej.

Zadanie 11. Oznaczmy przez d(n) liczbe wszystkich dodatnich dzielnikéw liczby naturalnej n. Udowodnié, ze istnieje nieskon-
czenie wiele takich n, dla ktérych liczba % jest calkowita.

8 —n* + 1 jest podzielna przez 2°.

Zadanie 12. Udowodnié¢, ze dla dowolnej nieparzystej liczby naturalnej n liczba n'? —n
Zadanie 13. Niech m i n beda liczbami calkowitymi dodatnimi przy czym 24 dzieli mn + 1. Pokazaé, ze 24 dzieli m + n.

Zadanie 14. Rozwiazaé rownanie
2% 42009 = 3Y5*

w liczbach catkowitych nieujemnych z, y i z.



Zadanie 15. Niech m i n beda liczbami catkowitymi dodatnimi. Pokazaé, ze liczba

(2m)!(2n)!
m!nl(m + n)!

jest calkowita.

Zadanie 16. Niech a bedzie cyfra nieparzysta, za$ b cyfra parzysta. Udowodnié, ze dla kazdej liczby calkowitej dodatniej n
istnieje liczba catkowita dodatnia, podzielna przez 2", w ktoérej zapisie dziesietnym nie wystepuja cyfry inne niz a i b.

Zadanie 17. Wyznaczy¢ wszystkie takie pary dodatnich liczb calkowitych (a,b), ze a —b jest liczba pierwsza i ab jest kwadratem
liczby catkowite;j.

Zadanie 18. Niech A i B beda takimi rozlacznymi niepustymi zbiorami, ze A U B = {1,2,...,10}. Udowodnié, ze istnieja
elementy a € Aib € B, dla ktérych liczba a® + ab? 4 b3 jest podzielna przez 11.

Zadanie 19. Niech n > m > 1 beda liczbami catkowitymi. Pokazaé, ze liczba

NWD(m, n) (n)

n m
jest calkowita.

Zadanie 20. Niech a i b bedg dodatnimi liczbami catkowitymi. Udowodnié, ze jedli a® + b3 jest kwadratem liczby calkowitej, to
a + b nie jest iloczynem dwdéch réznych liczb pierwszych.

Zadanie 21. Wykazaé, ze dla kazdej liczby pierwszej p > 3 istnieja liczby calkowite x, y, k spelniajace warunki: 0 < 2k < p
oraz
kp+3=a2%+4°

Zadanie 22. Pokazaé, ze liczba (2:) jest podzielna przez n + 1 dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n.

Zadanie 23. Niech liczby a, b, ¢ i d beda liczbami catkowitymi dodatnimi, przy czym ab = cd. Pokazaé, ze istnieja liczby
calkowite dodatnie p, g, r i s takie, ze
a=pq, b=rs, c=ps, d=qr.

Zadanie 24. Niech n bedzie liczba catkowita dodatnia. Pokazac, ze jesli liczba 2™ 4 1 jest nieparzysta liczba pierwsza to n jest
potega dwdjki.

Zadanie 25. Niech n bedzie taka liczba catkowita dodatnia, ze suma wszystkich dodatnich dzielnikéw liczby n (oprécz n) plus
liczba tych dzielnikéw jest réwna n. Udowodnié, ze n = 2m? dla pewnej liczby calkowitej m.

Zadanie 26. Dowieéé, ze wéréd liczb postaci 50" + (50n +1)59, gdzie n jest liczba naturalna wystepuje nieskoficzenie wiele liczb
ztozonych.

Zadanie 27. Rozstrzygnaé, czy istnieje liczba pierwsza p oraz liczby calkowite nieujemne x, y, z spelniajace rownanie
(122 +5)(12y + 7) = p°.
Zadanie 28. Znalezé wszystkie pary (m,n) liczb catkowitych, spelniajace réwnanie
(m +n)* = m?*n® + m? +n? + 6mn.
Zadanie 29. Dla dowolnej liczby nieujemnej n liczba catkowita dodatnia a,, ma w ukladzie dziesietnym reprezentacje postaci

10...020...020...01.
M S N~

n n n

Wykazaé, ze a,, /3 jest zawsze suma dwdch szeScianéw liczb catkowitych dodatnich, a nie jest nigdy suma dwoch kwadratéw liczb
catkowitych.

Zadanie 30. Niech p > 5 bedzie liczba pierwsza. Wykazaé, ze liczba

()

jest podzielna przez p°.



Zadanie 31. Niech k i m, przy czym k > m, beda takimi dodatnimi liczbami catkowitymi, ze liczba km(k? —m?) jest podzielna
przez k3 — m3. Udowodnié, ze (k —m)® > 3km.

Zadanie 32. Wyznaczy¢ wszystkie takie dodatnie liczby catkowite n, ze zapis dziesietny liczby n? sklada sie tylko z nieparzystych
cyfr.

Zadanie 33. Dla jakich k istnieje k parami réznych liczb pierwszych pq,po, ..., px, dla ktérych
Pr4pa+ ...+ pi = 20107
Zadanie 34. Niech S(n) oznacza sume cyfr liczby calkowitej dodatniej n. Wyznaczy¢ najwieksza wartos$é wyrazenia

S(n)
S(16n)’

Zadanie 35. Dana jest liczba pierwsza p # 5 oraz takie liczby calkowite a, b, ¢, Ze p jest dzielnikiem obu liczb a + b + ¢ i
a® + b® + . Wykazaé, ze co najmniej jedna z liczb a? 4 b2 + ¢2, a® + b + ¢ jest podzielna przez p.

Zadanie 36. Znalez¢ wszystkie takie pary (a,b) réznych liczb catkowitych dodatnich, ze liczba b + ab + 4 jest podzielna przez
liczbe a? + ab + 4.

Zadanie 37. Udowodni¢, ze dla dowolnych dodatnich liczb catkowitych x1, o, ..., T2011, Y1, ¥Y2,-- -, Y2011 iloczyn
(227 + 3y7) (223 + 3y3) - - (223011 + 3Y3011)

nie jest kwadratem liczby catkowitej

Zadanie 38. Wyznaczy¢ wszystkie liczby calkowite dodatnie n, majace dokladnie y/n dzielnikéw dodatnich.

Zadanie 39. Dowiesé, ze istnieje taka liczba catkowita n > 2013, ze w ciagu

kazdy wyraz jest dzielnikiem wszystkich wyrazéw po nim nastepujacych.
Zadanie 40. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite dodatnie n takie, ze |y/n| dzieli n.

Zadanie 41. Dana jest liczba naturalna n > 3. Udowodnié¢ ze suma sze$cianéw wszystkich liczb naturalnych mniejszych od n,
wzglednie pierwszych z n dzieli sie przez n.

Zadanie 42. Pokazaé ze istnieje 2013 kolejnych liczb naturalnych z ktérych kazda jest liczba zlozona.

Zadanie 43. Niech d(k) oznacza liczbe wszystkich naturalnych dzielnikéw dodatniej liczby catkowitej k. Udowodnié, ze istnieje
nieskonczenie wiele liczb catkowitych dodatnich M, ktérych nie mozna przedstawi¢ w postaci

a— (2
d(n)
dla zadnej liczby catkowitej dodatniej n.

Zadanie 44. Niech S(n) oznacza sume cyfr liczby n. Dowiesé, ze dla dowolnej liczby naturalnej n liczba S(2n? + 3) nie jest
kwadratem liczby calkowite;j.

Zadanie 45. Dana jest dodatnia liczba calkowita n oraz parami rézne liczby calkowite a1, as, ..., ar (k > 2), bedace elementami
zbioru {1,...,n}. Ponadto, dla kazdego i = 1,...,k — 1, liczba n jest dzielnikiem liczby a;(a;+1 — 1). Udowodnié, ze n nie jest
dzielnikiem liczby ag (a1 — 1).

Zadanie 46. Niech n bedzie liczba catkowita nieparzysta wigksza od 1 i niech kq, ko, ..., &k, beda danymi liczbami catkowitymi.
Dla kazdej sposréd n! permutacji a = (a1, ae, .. ., a,) zbioru 1,2, ..., n przyjmijmy

S(a) = i k:lal
i=1

Dowiesé, ze istnieja dwie rézne permutacje b oraz c takie, ze liczba S(b) — S(c) jest podzielna przez nl.



Zadanie 47. Dana jest liczba catkowita n > 1. Wyznaczy¢ liczbe mozliwych wartosci iloczynu k - m, gdzie k, m sa liczbami
catkowitymi spelniajacymi nieréwnosci
n?<k<m< (n+1)>%

Zadanie 48. Wyznaczy¢ wszystkie liczby pierwsze p, dla ktérych liczba
p ? p ? p ?
(1) ) e ()

Zadanie 49. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite m > 2 takie, ze kazda liczba catkowita n, przy czym % < n < 7 dzieli

liczbe
( n )
m—2n)’

Zadanie 50. Ciag {ay}n>0 jest zdefiniowany nastepujaco: ag = 2, a; = 4 oraz

jest podzielna przez p3.

ApQp—1

Upt1 = + an + a,_1 dla wszystkich liczb catkowitych dodatnich n.

Wyznaczy¢ wszystkie liczby pierwsze p, dla ktérych istnieje taka liczba catkowita dodatnia m, ze liczba a,, — 1 jest podzielna
przez p.

Zadanie 51. Znalez¢ wszystkie pary liczb cakowitych dodatnich z i y spetniajacych réwnanie
(x +y)? = 2(zy)* = L.

Zadanie 52. Dane sa liczby calkowite dodatnie m, n oraz d. Udowodnié, ze jezeli liczby m?n + 1 i mn? + 1 sa podzielne przez
d, to réwniez liczby m? 4+ 11 n® + 1 sa podzielne przez d.

Zadanie 53. Wyznacz wszystkie dodatnie liczby calkowite n, dla ktérych liczba 14™ — 9 jest pierwsza.
Zadanie 54. Dane sa rézne liczby pierwsze p, q oraz takie dodatnie liczby catkowite a, b, ze liczba aq daje reszte 1 przy dzieleniu
przez p, a liczba bp daje reszte 1 przy dzieleniu przez q. Wykaz, ze

b

a
—+->1
poq

Zadanie 55. Wyznacz wszystkie tréjki liczb pierwszych p, q, r speliajace uktad réwnan {¢ = p? + 6

r=q%+6.

Zadanie 56. Wyznacz wszystkie takie pary (a,b) dodatnich liczb catkowitych, ze liczba a + b jest liczba pierwsza oraz liczba
a® + b3 jest podzielna przez 3.

Zadanie 57. Wyznacz wszystkie takie dodatnie liczby calkowite n, dla ktérych obie liczby
n*+n+1 oraz n*+n+3

sg obie pierwsze.

Zadanie 58. Wyznacz wszystkie trojki (a, b, ¢) liczb nieparzystych dodatnich spelniajace zaleznosé

at+c—b a

b+c—a b
Zadanie 59. Udowodni¢, ze liczba naturalna n > 2 jest zlozona wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja liczby naturalne a, b, z, y > 1

spelniajace warunki

a+b=n oraz E+g:1.
a b

Zadanie 60. Czy istnieje taka dodatnia liczba calkowita n, dla ktérej liczbe 2™ mozna przedstawi¢ w postaci sumy co najmniej
dwdch kolejnych dodatnich liczb catkowitych? Odpowiedz uzasadnij.

Zadanie 61. Wyznacz wszystkie takie pary (a,b) dodatnich liczb catkowitych, dla ktérych liczby

a+1 b+1
oraz
b a

sa naturalne.



Zadanie 62. Liczby calkowite dodatnie a, b oraz n sa takie, ze ab — 1 = n?. Pokazaé, ze
la —b] > V4n — 3.

Zadanie 63. Znalezé wszystkie takie pary dodatnich liczb catkowitych (x,y), ze liczba 27 +5Y jest kwadratem liczby catkowite;.

Zadanie 64. Niech p i ¢ beda dwiema kolejnymi liczbami pierwszymi nieparzystymi. Udowodnié, ze p 4 ¢ jest iloczynem co
najmniej trzech liczb naturalnych wigkszych od 1 (niekoniecznie réznych).

Zadanie 65. Dana jest liczba pierwsza p # 3. Udowodnié, Ze istnieje niestaly cigg arytmetyczny dodatnich liczb catkowitych
Z1,%2,...,%p, dla ktérego iloczyn wszystkich wyrazéw jest szeScianem liczby catkowite;.

Zadanie 66. Pokazaé, ze liczba n™ + (n + 1)"*! jest zlozona dla nieskoficzenie wielu catkowitych dodatnich liczb n.

Zadanie 67. ZnaleZé wszystkie takie pary liczb catkowitych (z,y) takich, ze spelniona jest réwnosé
22% + " = 11.
Zadanie 68. Liczby catkowite dodatnie n, m oraz k spetniaja réwnosé (n — 1)n(n + 1) = mF. Pokazaé, 7e k = 1.
Zadanie 69. Wyznacz wszystkie trojki (a, b, ¢) liczb calkowitych spelniajace zaleznosé
a® + b + ¢ = 20122012.

Zadanie 70. Niech d(n) oznacza liczbe dodatnich dzielnikéw liczby n. Wyznacz wszystkie tréjki (n, k,p), gdzie n i k to liczby
calkowite dodatnie oraz p jest liczbg pierwsza, spelniajace zaleznosé

ndm —1 = pk.
Zadanie 71. Niech a i b beda takimi dodatnimi liczbami catkowitymi, ze a > b oraz liczba a® + b® + ab jest podzielna przez
ab(a — b). Udowodnié, ze ab jest szescianem liczby catkowitej.

Zadanie 72. Znalez¢ wszystkie liczby catkowite dodatnie n, dla ktérych 27! — n? jest liczba pierwsza.

z+1
xr

Zadanie 73. Niech z, y, z beda takimi dodatnimi liczbami catkowitymi, ze liczba ”T‘H + %1 + jest catkowita. Niech d

oznacza najwigkszy wspolny dzielnik liczb z, y oraz z. Pokazaé, ze

d< Yxy+yz+ zx.

Zadanie 74. Niech a, b, ¢, d beda takimi liczbami catkowitymi réznymi od zera, ze jedyna czwérka liczb catkowitych (x,y, z, t)
spelniajaca rownanie
az? +by? + 22+ dt? =0

jest x =y =z =1t = 0. Czy wynika stad, ze liczby a, b, ¢, d maja jednakowy znak?
Zadanie 75. Zalézmy, ze dla pewnej liczby pierwszej p oraz liczb calkowitych a, b, ¢ spelnione sa warunki:
6lp+1, platbtec, pla*+b"+ch

Pokazaé, ze p | a, p | boraz p | c.



