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Przedmowa

Geometria od lat spedza sen z powiek olimpijczykom. Umiejetnos$é rozwiazywania zadan tego typu jest bardzo
wazna - niemal na kazdym konkursie uczestnicy zmagaja sie z wykazywaniem rozmaitych faktow geometrycz-
nych. Nie ma w Polsce zbyt wielu pozycji uczacych geometrii. Praca ta ma na celu rozwijanie geometrycznego
”szb6stego zmystu”.

Praca jest skierowana do wszystkich czytelnikéw zainteresowanych geometria - zakladam znajomo$é pod-
stawowych twierdzen geometrii euklidesowej oraz rzutowej. Wprowadze pojecia biegunowej oraz dwustosunku
i pokaze ich kilka interesujacych wlasnosci. Sg one zilustrowane licznymi przykladami wykorzystania w zada-
niach olimpijskich. Kazdy rozdzial konczy si¢ zadaniami do samodzielnego rozwigzania - ma to stuzy¢ utrwaleniu
nabytej wiedzy przez czytelnika.

Chcialbym serdecznie podziekowa¢ mojemu opiekunowi naukowemu Tomaszowi Ciesli za pomoc przy skla-
dzie tekstu, tworzeniu rysunkéw oraz za cenne wskazéwki dotyczace pracy.

Dominik Burek
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1 Wprowadzenie niezbednych pojec

1.1 Dwustosunek

Definicja 1.1. Dane sa cztery rézne punkty A, B, C, D lezace na jednej prostej w kolejnosci A,C, B, D.

Wartosé¢ wyrazenia
AC  AD

BC ° BD

nazywamy dwustosunkiem czwoérki punktéw A, B, C, D i zwykle oznaczamy przez (A, B;C, D).

A C B D
rys. 1.

Jesli (A, B;C,D) = 1, to wtedy mdéwimy, ze punkt C jest sprzezony harmonicznie do punktu D wzgle-
dem pary punktéw (A, B) lub czwérka A, B, C, D jest harmoniczna lub para punktéw (C, D) jest sprzezona
harmonicznie wzgledem pary (A4, B).

Whprost z definicji wynikaja nastepujace fakty:

Fakt 1.2. Jesli punkt C jest sprzezony harmonicznie do punktu D wzgledem pary punktéw (A, B), to punkt
D jest sprzezony harmonicznie do punktu C' wzgledem pary (A, B).

Fakt 1.3. Jedli para (C, D) jest sprzezona harmonicznie wzgledem pary punktéw (A, B), to para punktéw
(A, B) jest sprzezona harmonicznie wzgledem pary (C, D).

Fakt 1.4. Dla ustalonych trzech punktéw A, B, C istnieje dokladnie jeden punkt D taki, ze czwérka A, B, C,
D jest harmoniczna.

Fakt 1.5. (A,B;C,D) = (D,C; B, A) oraz (A, B;C,D) = (BTICD)' Jedli (A,B;C,D) =1, to (A,B;C,D) =
(B,A;C,D)=(A,B;D,C) =1.

Fakt 1.6. Jedli (A, B;C,D) = (A,B;C,D"),to D=D'".
Udowodnimy teraz bardzo wazne twierdzenie, z ktérego bedziemy korzystaé intuicyjnie.

Twierdzenie 1.7. Dany jest punkt P oraz prosta [ niezawierajaca punktu P. Punkty A, B, C, D leza na prostej
l. Prosta k rézna od I niezawierajgca punktu P przecina proste PA, PB, PC, PD w punktach odpowiednio A,
B, C', D'. Wéwcezas (A,C;B,D) = (A", C"; B', D")

rys. 2.

Dowdd. Niech [F] oznacza pole figury F'.
Mamy nastepujace zwiazki:

AC [ACP] 3AP-CP-sin/APC AP sin/APC

BC ~ [BCP]  1BP.CP-sin/BPC ~ BP sin/BPC

i analogicznie

AD _ AP sin/ZAPD
BD  BP sin/ZBPD



Zatem

AC AD sin/ZAPC  sin/ZAPD
(A.C:B.D) =56+ 5D ~ snZBPC * sm/BPD
Dowdéd twierdzenia zostal zakonczony. O

Twierdzenie 1.7 jest motywacja do tego, aby wprowadzi¢ notacje dwustosunku czterech prostych a, b, ¢ i d
majacych punkt wspélny P, jako liczbe (a,¢;b,d) = P(A,C; B,D) = (PA, PC; PB,PD) = (A, C; B, D), gdzie
punkty A, B, C'i D sa odpowiednimi punktami przecigcia prostych a, b, ¢ i d z dowolna prosta nie przechodzaca
przez punkt P. Jezeli (A, C; B, D) = 1, to powiemy, ze proste a, b, ¢ i d tworza pek harmoniczny (w tym przy-
padku punkty A’, B’, C' i D' bedace odpowiednimi punktami przeciecia prostych a, b, ¢ i d z dowolng prosta
nie przechodzaca przez punkt P tworza czwoérke harmoniczng).

Przyjmijmy jednak nastepujaca umowe. Jezeli niewspotliniowe punkty X, Y, Z 1T sg takie, ze X € a, Y € b,
Z € ciT € d, gdzie proste a, b, ¢ i d maja punkt wspolny P rézny od punktéw X, Y, Z i T, to dwustosunek
prostych a, b, ¢ i d oznaczymy przez (a,c;b,d) lub P(X, Z;Y,T) lub (PX, PZ; PY, PT), lecz nie oznaczymy go
jako (X, Z;Y,T), gdyz punkty X, Y, Z i T nie leza na jednej prostej. Notacja ta okaze sie bardzo wygodna
w pewnych konfiguracjach geometrycznych, gdzie klopotliwe bedzie wprowadzanie oznaczen nowych punktow.
Aby zidentyfikowaé proste, ktérych dwustosunek chcemy obliczyé wskazemy ich punkt wspolny oraz po jednym
dowolnym punkcie na kazdej z nich (zobaczymy to przy okazji nastepnego twierdzenia). Jadnakze, przyjmujac
oznaczenia punktéw i prostych jak wyzej nalezy pamietaé, ze (a,¢;b,d) = P(X,Z;Y,T) = (PX,PZ; PY,PT) =
(A,C; B, D), gdzie punkty A, B, C'i D sa odpowiednimi punktami przeciecia prostych a, b, ¢ i d z dowolna
prosta nieprzechodzaca przez punkt P.

Twierdzenie 1.8. Przypu$émy, ze punkty Py, Po, A, B, C, D leza na okregu. Wéwczas (P1 A, P B; P,C, P, D) =
(PQA, PQB, PQC, PQD)

Py

B
rys. 3.

Dowdéd. Rozwazmy dowolng prosta nie przechodzaca przez punkt P; i przecinajaca proste PLA, PiB, PC i
P, D w punktach odpowiednio X, Y, Z i T. Na podstawie dowodu twierdzenia 1.7 dostajemy zaleznos¢:

sin ZAP,C  sin/ZAP,D

sin/BP,C "~ sin/ZBP\D’

(PlA,PlB;Plc,PlD) == (X,Z,Y,T) ==

Widzimy, ze dwustosunek (P1A, P1B; PiC, P; D) jest zalezny jedynie od katéw AP,C, BP,C, AP,\D i BP, D,
a poniewaz punkty Py, P>, A, B ,C'i D leza na jednym okregu, to wykorzystujac twierdzenie o rownosci katéw
wpisanych opartych na tym samym luku ustalonego okregu, otrzymujemy teze. O

Jezeli punkty P, A, B, C'i D leza na jednym okregu w oraz zachodzi r6wno$é P(A, C, B, D) = 1, to powiemy,
ze czworokat ABCD jest harmoniczny. Na podstawie powyzszego twierdzenia, dla dowolnego punktu @ € w
mamy réowno$é¢ Q(A, C; B, D) = 1. Gdy punkt @ jest jednym z punktéw A, B, C' lub D wéwczas np. prosta AA
to styczna do w w punkcie A.

W geometrii plaszczyzny rzutowej kazda prosta oprdcz punktéw wilasnych ma jeszcze jeden dodatkowy
punkt: swéj kierunek lub tzw. punkt w nieskonczonoéci. Kierunek prostej jest tym, co ta prosta ma wspdlnego
z wszystkimi prostymi do niej réwnolegltymi. Punkt w nieskoficzonosci ustalonej prostej bedziemy w tej pracy
oznaczaé przez Xoo.



1.2 Biegunowe

Prosta biegunowa punktu P wzgledem okregu w o érodku w punkcie O réznym od P, nazywamy prosta
zawierajaca obraz inwersyjny punktu P wzgledem w prostopadla do OP. Biegunem prostej [ wzgledem okregu
w nazwiemy punkt, ktérego biegunowa wzgledem okregu w jest prosta [. Jedli P = O to biegunowa punktu P
wzgledem w jest prosta w nieskofniczonosci i odwrotnie. Natomiast gdy P jest punktem w nieskonczonosci to
jego biegunows wzgledem w jest linia przechodzaca przez O i prostopadta do jakiejs prostej przechodzacej przez
punkt P i odwrotnie. Latwo zauwazy¢, ze:

1) Jedli punkt P lezy na zewnatrz w, to prowadzac styczne PA i PB do w, prosta AB jest biegunowa punktu
P wzgledem w.

ra
' rys. 4.

2) Jesli punkt P lezy wewnatrz w, to przez P prowadzimy cieciwe AB okregu w tak, aby punkt P byt érodkiem

odcinka AB. Nastepnie rysujemy styczne do w w punktach A i B az do przecigcia si¢ w punkcie S. Prosta

biegunowg punktu P wzgledem w okreslamy w tym przypadku jako prosta zawierajaca punkt S i prostopadia

do OP.

rys. d.

Pojecie prostej biegunowej jest jednym z podstawowych elementéw geometrii rzutowej, ktéra znajduje swoje
zastosowanie w wielu trudnych problemach olimpijskich. Najpierw jednak przedstawimy i udowodnimy kilka
wlasnosci prostych biegunowych.

Twierdzenie 1.9. Proste PA i PB sa styczne do okregu w w punktach odpowiednio A i B. Przez punkt P
prowadzimy prosta przecinajaca w w punktach C i D oraz odcinek AB w punkcie S. Wéwczas (D, C; S, P) = 1.

rys. 6.
Dowdd. 7 definicji dwustosunku wystarczy pokazaé, ze g—g = %. Zauwazmy, ze trojkaty PCB oraz PDB sa
podobne (proste poréwnanie katow). Stosunek pdl figur podobnych jest rowny kwadratowi skali podobienstwa,
Q g
przeto £€ = (BEY2 odyz tréjkaty PDB i PCB maja wspdlng wysokosé. Analogicznie otrzymujemy, iz £€ =
PD BD/) » & Q g q g PD
. Lo . . 44 +-AC-BC'sin ZACB
(%)2. Laczac powyzsze zwiazki uzyskujemy rownoéé % = %. Stad g—g = ;AD‘BDZE —Epi = % . ]g_c =
(457 - 5. -

Twierdzenie 1.10. Dwie rézne proste przechodzace przez punkt P przecinajg okrag w w punktach odpowiednio
X, Y, oraz Z iT. Wéwczas:

1) Przekatne czworokata XY ZT przecinaja sie na biegunowej punktu P wzgledem w.

2) Proste X Z oraz YT przecinaja si¢ na biegunowej punktu P wzgledem w.



rys. 7.

Dowdéd. Udowodnimy tylko pierwszg czesé twierdzenia, pokazanie drugiej czesci proponujemy czytelnikowi jako
proste ¢wiczenie.

Przyjmijmy oznaczenia R = XTNZY,Q =ZXNTY, K =QRNPZ, L=QRN PX. Na mocy twierdzenia
1.7 otrzymujemy réwnosci:

1

T,Z;K,P)=(Y,X;L,P)=(Z,T; K,P) = ————.
(7 ) ) ) (a y ) (a ’ ’ ) (T,Z,K,P)

Stad, (T, Z; K,P) = (Y, X; L, P) = 1 = punkty K i L leza na biegunowej punktu P wzgledem okregu w, ktéra
jest prosta QR. O

Pokazemy teraz twierdzenie, ktére jest bardzo uzyteczne w wielu zadaniach geometrycznych.
Twierdzenie 1.11 (La Hire). Jesli punkt X nalezy do prostej biegunowej punktu Y wzgledem okregu w, to
punkt Y nalezy od biegunowej punktu X wzgledem w.

\
\
VX

rys. 8.

Dowdd. Niech punkt X nalezy do biegunowej punktu Y. Oznaczmy przez X’ 1Y’ obrazy inwersyjne wzgledem w
odpowiednio punktéw X i Y. Biegunowa punktu X jest prostopadia do OX’ w punkcie X', oraz trojkat OX'Y
jest prostokatny. Wiemy, ze trojkaty OX'Y i OY'X sa podobne, stad punkt X lezy na prostej prostopadlej do
OY’ w punkcie Y, ktéra jest biegunowa punktu Y wzgledem w. O

Whprost z twierdzenia 1.11 wynikaja nastepujace wnioski:

Whniosek 1.12. Jesli chcemy pokazaé, ze punkt A nalezy do prostej [ wystarczy pokazaé, ze biegun prostej [
wzgledem w lezy na prostej biegunowej punktu A wzgledem w.

Whniosek 1.13. Jedli chcemy pokazaé, ze trzy punkty sa wspolliniowe, wystarczy udowodnié, ze ich proste
biegunowe wzgledem w sa wspolpekowe i na odwrét - jesli chcemy pokazaé, ze trzy proste sa wspdipekowe,
wystarczy pokazaé, ze ich bieguny wzgledem w sa wspotliniowe.



rys. 9.

Oczywiscie powyzsze wnioski mozemy zastosowaé dla dowolnej liczby punktéw i prostych.

2 Przyklady zastosowan w zadaniach

W tym rozdziale zajmiemy sie rozwiazywaniem zadan pochodzacych z réznych olimpiad, wykorzystujac po-
znane twierdzenia i definicje.

2.1 Biegunowe

Zacznijmy od czegos tatwego.

Zadanie 2.1. Dany jest czworokat ABC' D wpisany w okrag w. Punkty przeciecia prostych AD i BC oraz CD
i AB to odpowiednio P i Q. Przekatne czworokata ABCD przecinaja sie w punkcie S. Prosta P.S przecina w
w punktach K i L. Pokaz, ze proste QK i QL sa styczne do w odpowiednio w punktach K i L.

rys. 10.

Dowdd. Niech proste QK’ i QL' beda stycznymi do w. Z twierdzenia 1.10 wynika, ze prosta PS jest biegunows
punktu @ wzgledem w. Zatem z definicji biegunowej otrzymujemy, iz K i L naleza do PSS, a to oznacza, ze
K=KiL=1L. O

Zadanie 2.2. Okrag w wpisany w czworokat ABC'D jest styczny do bokéw AB, BC, C'D, DA odpowiednio w
punktach F, F, G, H.

a) Pokaz, ze proste AC, EF, GH przecinaja sie w jednym punkcie.

b) Pokaz, ze proste AC', BD, EG, FH przecinaja sie w jednym punkcie. (Jest to szczegdlny przypadek twier-
dzenia Brianchona.)



rys. 11.

Dowdd. a) Niech przekatne czworokata ABCD, proste EF i GH oraz EH i GF przecinaja sie w punktach
odpowiednio P, i R. Punkt @ lezy na biegunowych punktéow D i B wzgledem w, stad korzystajac z twierdzenia
1.11 wnioskujemy, iz prosta BD jest biegunowa punktu ) wzgledem w. Analogicznie prosta AC jest biegunowa
punktu R wzgledem w. Z twierdzenia 1.10 wynika, ze prosta P(Q jest biegunowg punktu R wzgledem w, zatem
punkty @, A, C' musza by¢ wspdtliniowe.

b) Teza wynika z dowodu podpunktu a) gdyz punkty A, P, C leza na biegunowej punktu R wzgledem w,
natomiast punkty D, P, B leza na biegunowej punktu @ wzgledem w. [l

Zadanie 2.3. W trojkacie ABC okrag w o érodku I jest styczny do bokéw BC, CA i AB w punktach odpo-
wiednio D, E i F. Proste EF i BC' przecinaja si¢ w punkcie S. Pokaz, ze ST L AD.

A

rys. 12.

Dowdéd. Na mocy twierdzenia 1.11 tatwo zauwazamy, ze prosta AD jest biegunowa punktu S wzgledem w, zatem
SI 1L AD. O

Zadanie 2.4 (twierdzenie Brocarda). W czworokacie ABCD wpisanym w okrag w o $rodku O przekatne,
proste AD i BC' oraz proste AB i C'D przecinaja si¢ odpowiednio w punktach P, @) i R. Pokaz, ze punkt O jest
ortocentrum tréjkata PQR.

rys. 13.

Wskazowka. Na podstawie pierwszego zadania oraz twierdzenia 1.11 widzimy, ze proste RP, PQ i QR sa
biegunowymi odpowiednio punktow @, R i P wzgledem w. Zatem OQ | RP, OR 1 PQ i OP 1 QR, stad
punkt O jest ortocentrum tréjkata PQR.

Zadanie 2.5. (Chiny 1996) Niech H bedzie ortocentrum tréjkata ABC. Z punktu A rysujemy styczne AP i
AQ do okregu o srednicy BC, gdzie P i @) to punkty stycznoéci. Pokaz, ze punkty P, Q, H sa wspétliniowe.



Dowdd. Niech BD i C'E beda wysokosciami trojkata ABC. Oczywiscie na czworokacie BCDE da sie opisaé
okrag w. Przyjmijmy, ze proste ED i BC przecinaja si¢ w punkcie R. Wowczas prosta RH to biegunowa punktu
A wzgledem w, jednakze na tej prostej leza réwniez punkty P i Q. [l

Zadanie 2.6. (Autorskie) W tréjkacie ABC okrag wpisany w jest styczny do bokéw BC, C A1 AB w punktach
odpowiednio D, E'i F. Proste AD, BE i CF przecinajag w w odpowiednio punktach X, Y i Z. Okrag w; jest
styczny do w w punkcie X oraz przecina bok FF w punktach D; i Ds. Analogicznie definiujemy okregi wo i
ws oraz punkty Fn, Fo i Fy, Fy. Pokazaé, ze proste DD, EF; i FF przecinaja si¢ w jednym punkcie wtedy i
tylko wtedy gdy proste DDy, EFE, i F'Fy przecinajg sie w jednym punkcie.

rys. 15.

Dowdd. Niech wspoélna styczna do w i w; w punkcie X przecina prosta BC w punkcie T'. Korzystajac z twier-
dzenia 1.11 widzimy, ze punkty E, F' i T sa wspoélliniowe. Oznaczmy okrag opisany na tréojkacie DD;Do
przez o. Latwo zauwazamy, ze punkt T jest srodkiem potegowym okregdw w i wi, zatem korzystajac z twier-
dzenia o trzech osiach potegowych punkt T nalezy do osi potegowej w i o. Jednakze okregi te maja jeden
punkt wspoélny D, oraz prosta T'D jest styczna do w przeto sg one styczne wewnetrznie w punkcie D. Zatem
/D\DF =/DDB - /FDB = /D1DsD — /FED = ZEDD5. Stad proste DD i DD> sa izogonalnie sprze-
zone. Analogicznie dowodzimy, ze pary prostych EF; i EF, oraz F'Fy 1 FFy sy izogonalnie sprzezone. Teza
zadania jest konsekwencja trygonometrycznej wersji twierdzenia Cevy. |

Przejdzmy do zadan trudniejszych.

Zadanie 2.7. W tréjkacie ABC punkt I to Srodek okregu wpisanego. Niech prosta [ bedzie styczna do okregu
wpisanego rézna od jego bokéw. Na prostej [ obieramy punkty X, Y, Z takie, ze:

ZAIX = /BIY = /CI1Z = 90° (1)

Pokaz, ze proste AX, BY i CZ przecinaja sie w jednym punkcie.



rys. 16.

Dowdd. Oznaczmy okrag wpisany w tréjkat ABC' przez w. Niech w bedzie styczny do prostej [ oraz bokéw
BC, CA i AB w punktach odpowiednio P, D, E, F. Zrzutujmy punkt P na proste EF', F'D, DE otrzymujac
punkty odpowiednio K, L, M. Zauwazmy, ze PK | EF 1 AI 1 IX. Prosta PK jest wiec biegunowa punktu
X wzgledem w (PX jest styczna do w). Analogicznie wnioskujemy, iz proste PL oraz PM sa biegunowymi
punktéw odpowiednio Y i Z wzgledem w. Ponadto wiadomo, ze proste EF, FD i ED sa biegunowymi punktow
odpowiednio A, B, C. Stad punkt K bedacy punktem przeciecia biegunowych punktéw A i X jest biegunem
prostej AX wzgledem w. Podobnie punkty L i M sa biegunami odpowiednio prostych BY i CZ. Korzystajac z
wniosku 1.13 zauwazamy, ze wystarczy pokaza¢ wspotliniowosé punktéw K, L i M. Jednakze leza one na prostej
Simsona trojkata DEF. |

Zadanie 2.8. W tréjkacie ABC proste AD, BE i CF sa wspolpekowe (punkty D, E i F leza na bokach
trojkata). Proste EF, FD i DE przecinaja proste BC, CA i AB odpowiednio w punktach X, Y, Z. Rysujemy
styczna XU do okregu w opisanego na tréjkacie ABC (punkt U lezy na tuku ktéry nie zawiera punktu A).
Analogicznie rysujemy styczne YV i ZW. Pokaz, ze proste AU, BV i CW przecinaja sie w jednym punkcie.

Dowdéd. Udowodnimy najpierw dwa lematy.
Lemat 2.9. Punkty X, Y, Z sa wspdélliniowe.

Dowdéd lematu. Wspdtliniowosé punktéw X, Y, Z jest konsekwencja twierdzenia Desarguesa dla tréjkatow ABC
i DEF, ktore posiadaja srodek perpektywiczny. Mozna réwniez to pokazaé¢ uzywajac twierdzenia Menelausa
dla tréjkata ABC i punktow X, Y, Z.

Lemat 2.10 (Steinbart). Okrag o wpisany w tréjkat ABC jest styczny do bokéw BC, CA i AB odpowiednio w
punktach D, E'i F. Punkty X, Y, Z leza odpowiednio na krétszych tukach EF', FD i DE okregu o. Udowodnic,
ze proste X D, Y E, ZF przecinaja sie w jednym punkcie wtedy i tylko wtedy gdy proste AX, BY i C'Z przecinaja
sie w jednym punkcie.

rys. 17.

Wskazowka. Obie implikacje mozna pokazaé korzystajac z trygonometrycznej wersji twierdzenia Cevy.
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rys. 18.
Przejdzmy do rozwigzania zadania. Poprowadzmy styczne do okregu w w punktach A, B, C. Oznaczmy wierz-
cholki otrzymanego tréjkata przez P, Q i R (punkty P, @ i R leza naprzeciwko odpowiednio wierzchotkéw A,
B, C). Z lematu 2.10 wynika, ze wystarczy pokazaé ze proste PU, QV, RW przecinaja si¢ w jednym punkcie.
Stosujac wniosek 1.13 widzimy, iz wspélpekowosé prostych PU, QV, RW jest rownowazna temu, ze ich bieguny
wzgledem w sa wspotliniowe. Jednak punkt X nalezy do prostej BC czyli biegunowej punktu P wzgledem w.
Zatem korzystajac z twierdzenia 1.11 zauwazamy, ze punkt P nalezy do biegunowej punktu X wzgledem w,
lecz do tej biegunowej nalezy réwniez punkt U (prosta XU jest styczna do w). Oznacza to, ze punkt X jest
biegunem prostej PU. Analogicznie punkty Y i Z sa biegunami odpowiednio prostych QV i RW wzgledem w.
Na podstawie lematu 2.9 otrzymujemy teze zadania. |

Zadanie 2.11. (Zwardon 2003) Okrag o jest wpisany w trojkat ABC. Okrag przechodzacy przez punkty B
i C jest styczny wewnetrznie do okregu o w punkcie D. Analogicznie definiujemy punkty E i F. Wykazaé, ze
proste AD, BE i C'F przecinaja sie w jednym punkcie.

rys. 19.

Dowdéd. Niech punkty K| L i M beda punktami stycznosci okregu o z bokami odpowiednio BC, CA i AB tréjkata
ABC'. Z lematu Steinbarta widzimy, ze wystarczy pokazaé, ze proste DK, EL i F'M przecinaja sie w jednym
punkcie. Wspélpekowos¢ prostych DK, EL i FM na podstawie wniosku 1.13 jest réwnowazna wspdtliniowosci
biegundéw tych prostych wzgledem o. Biegunem prostej DK wzgledem o jest punkt X przeciecia prostej stycznej
do o w punkcie D, z bokiem BC'. Analogicznie definiujemy punkty Y, Z. Jednakze wspo6tliniowosé punktow X,
Y i Z jest oczywista, gdlyz leza one na osi potegowej o i okregu opisanego na tréjkacie ABC. O
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Zadanie 2.12. W tréjkacie ABC okrag wpisany w jest styczny do bokéow BC, CA i AB odpowiednio w
punktach D, E i F. Punkty P, @ i R leza odpowiednio na bokach BC, CA i AB. Punkt X jest punktem
przeciecia stycznej do w poprowadzonej z punktu P réznej od BC z prostag QQR. Analogicznie definiujemy
punkty Y i Z. Pokaz, ze jesli proste AP, BQ i CR przecinaja sie w jednym punkcie, to punkty X, Y, Z leza
na jednej prostej.

rys. 20.

Dowdd. Niech PK bedzie styczna do w rézna od BC. Analogicznie definiujemy punkty L i M (QL i RM sa
styczne do w). Bieguny prostych PQ, QR, 1 RS wzgledem w oznaczmy przez odpowiednio U, V i W. Punkt U jest
punktem przeciecia prostych DK i LE, gdyz te proste sa biegunowymi odpowiednio punktéw P i (). Analogicznie
punkt V jest punktem przecigcia prostych LE i FM oraz punkt W jest punktem przeciecia prostych FM i DK.
Zauwazmy, ze punkt X lezy na prostej QR czyli na biegunowej punktu V wzgledem w. Zatem korzystajac z
twierdzenia 1.11 punkt V lezy na biegunowej punktu X wzgledem w. Jednakze punkt K réwniez nalezy do tej
biegunowej (prosta PX styczna do w w punkcie K), w efekcie prosta V K jest biegunowa punktu X wzgledem w.
Analogiczne rozumowanie pozwala nam stwierdzié, ze proste W L i UM sa biegunowymi punktéw odpowiednio Y
i Z wzgledem w. Korzystajac z wniosku 1.13 stwierdzamy, ze wspotliniowosé punktéw X, Y i Z jest réwnowazna
wspo6lpekowosci prostych UM, VK i W L. Niech proste QR, RP i PQ przecinaja proste odpowiednio BC, C A
i AB w punktach X1, Y1 i Z1, w tej kolejnosci. Na mocy warunkéw zadania trojkaty ABC 1 PQR maja $rodek
perpektywiczny, zatem korzystajac z twierdzenia Desarguesa posiadaja one réwniez oS perpektywiczna i jest nia
prosta zawierajaca punkty X1, Y1, Z1; w szczegolno$ci punkty te sg wspotliniowe. Punkt X7 lezy na prostej QR
czyli na biegunowej punktu V wzgledem w. Korzystajac ponownie z twierdzenia 1.11 widzimy, ze prosta VD
jest biegunowa punktu X; wzgledem w. Analogicznie proste UF i W E sa biegunowymi punktéw odpowiednio
Z1 1Y) wzgledem w. Biorac pod uwage to, ze punkty X3, Y7 i Z; jak wyzej pokazaliSmy sa wspotliniowe na
mocy wniosku 1.13 wnosimy, ze proste UF', VD i WE sa wspolpekowe. Stad na podstawie twierdzenia Cevy
WD UE  VF WK UL VM

mamy: 5t - 5y - iy — 1 mnozac to rownanie przez - - 17 © 15 | Korzystajac z potegi punktow U, V i W

wzgledem w uzyskamy zaleznoéé % . % . XI—% =1, a to dzieki twierdzeniu odwrotnego do twierdzenia Cevy
implikuje wspolpekowosé prostych UM, VK i WL czyli teze zadania. |

Uwaga. W zaleznoéci od konfiguracji punkty U, V' lub W moga leze¢ zaréwno wewnatrz jak i na zewnatrz
w, jednak nie wplywa to w znacznym stopniu na rozwiazanie zadania. W ostatniej czesci rozwiazania bedziemy
musieli jedynie skorzystac z twierdzenia Cevy dla punktéw lezacych wewnatrz bokéw tréjkata UVIV.

Zadanie 2.13. Dany jest okrag o opisany na trojkacie ostrokatnym ABC. Punkty X, Y i Z sa Srodkami
odpowiednio tukéw BC, CA i AB okregu o niezawierajacych odpowiednich wierzchotkéw A, B i C. Niech
punkty P, @ i R beda $rodkami bokéw odpowiednio BC, C A i AB. Pokazaé, ze biegunowe punktéow X, Y i Z
wzgledem okregu w wpisanego w trojkat ABC przecinaja odpowiednie boki tréjkata PQR w trzech punktach
lezacych na jednej proste;j.
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Dowdéd. Zacznijmy od pokazania lematu, ktory dotyczy biegunu lini Srodkowej trojkata ABC wzgledem okregu
wen wpisanego.

Lemat 2.14. Dany jest okrag w o srodku w punckie I wpisany w trojkat ABC. Niech punkty M i N beda
$rodkami bokéw odpowiednio AB i AC. Wéwczas biegunem prostej M N wzgledem w jest ortocentrum tréjkata
BIC.

Dowdd. rys. 21.

Niech okrag w bedzie styczny do bokéw BC, CA i AB w punktach odpowiednio D, E i F. Przyjmijmy, ze
prosta M N przecina w w punktach odpowiednio R i T (punkt T lezy blizej punktu N). Jesli prosta BI przecina
prosta EF w punkcie S to na podstawie lematu 2.30 BS 1 SC. Zatem ortocentrum H tréojkata BIC jest
punktem przeciecia prostych DI i SC. Jednakze TM | ID, wiec na mocy twierdzenia 1.11 wystarczy pokazac,
ze punkty H, E' i P sa wspdlliniowe gdzie P jest punktem stycznoéci drugiej stycznej do w poprowadzonej z
punktu N. Oznaczmy przez K $rodek boku BC. Wéwczas /BSK = /KBS = ZSBA. Stad SK || AB, zatem
N = SK N AC oraz tatwo widzimy, ze NE = NS. Je§li W = MN N SC to LKSC = ZSCK = ZSWT, wiec
ST = TW. Laczac powyzsze rownosci dostajemy, iz punkt N jest srodkiem okregu opisanego na czworokacie
ESWP. Jednakze jesli Z = MNNID to punkty I, Z, P, E'i N leza na jednym okregu. Podobnie punkty Z, I,
S'1 W leza na jednym okregu. Na mocy twierdzenia o trzech osiach potegowych otrzymujemy teze lamatu. O

rys. 22.

Przejdzmy do wlasciwej czesci zadania. Wprowadzmy oznaczenia Hyi, Ho i H3 - ortocentra trojatow odpowiednio
IBC, ICA i IAB, gdzie I to srodek okregu w. Na podstawie lematu 2.14 punkty Hy, Hy i H3 sa biegunami
odpowiednio prostych PQ, QR i RP wzgledem w. Na podstawie twierdzenia 1.11 przeciecie prostej PQ z
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biegunowsg punktu X jest biegunem Sy prostej H; X wzgledem w. Analogicznie punkty, ktérych wspétliniowosé
wraz z punktem S; chcemy pokazac to bieguny S5 i S3 prostych odpowiednio H2Y i H3Z. Na podstawie wniosku
1.13 wystarczy pokazaé, ze proste H1 X, HoY i H3Z sa wspbélpekowe. Zauwazmy ponadto, ze punkty X, Y i Z
sa $rodkami okregéw opisanych na téjkatach IBC, ICA i IAB w tej kolejnosci (atwe przeliczenie na katach).
Proste, ktorych wspélpekowosé nalezy pokazaé sa zatem prostymi Eulera tréjkatéw IBC, IAB i IC A. Jednakze
przecinaja sie one w punkcie Schifflera (X21), lezacym na prostej Eulera tréjkata ABC' (jest to znany rezultat
czytaj http://faculty.evansville.edu/ck6/tcenters/recent/schiff.html). |

W tym miejscu podajemy zadania do samodzielnego rozwiazania.

Zadanie 2.15. Niech punkty P i @ beda dwoma punktami na pélokregu w o srednicy AB. Styczne do w
poprowadzone z punktow P i @) oraz proste AP i BQ przecinaja sie odpowiednio w punktach R i S. Pokazaé,
ze RS 1 AB.

Zadanie 2.16. (LVII Olimpiada Matematyczna) Okrag o srodku O wpisany w czworokat wypukly ABCD
jest styczny do bokéw AB, BC', CD, DA odpowiednio w punktach K, L, M, N, przy czym proste KL i MN
przecinaja sie w punkcie S. Dowiesé, ze proste BD i OS sa prostopadte

Zadanie 2.17. W trojkacie ABC prosta [ jest styczna do okregu w o srodku w punkcie I wpisanego w tréjkat
ABC, r6zng od BC, CA i AB. Prosta [ przecina proste zawierajace boki trojkata w punktach odpowiednio M,
N i P. Z punktu I prowadzimy proste prostopadte do prostych IM, IN i I P az do ich przeciecia z odpowiednimi
bokami tréjkata ABC odpowiednio w punktach Mi, N1 i P;. Pokazaé, ze punkty My, N1 i P; leza na jednej
prostej.

Zadanie 2.18. Dwa trojkaty ABC i KLM maja wspolny okrag wpisany w. Okrag w jest styczny do bokdéw
BC, CA i AB odpowiednio w punktach D, E i F oraz do bokéw ML, LK i KM odpowiednio w punktach P,
Qi R. Wykazad, ze proste AP, BQ i CR przecinaja sie w jednym punkcie wtedy i tylko wtedy, gdy proste K D,
LE i MF przecinaja si¢ w jednym punkcie.

Zadanie 2.19. W tréjkacie ABC dane sg wysokosci AD, BE i CF. Okrag w; przechodzacy przez punkty E
i F jest styczny wewnetrznie do okregu o opisanego na trojkacie ABC w punkcie A;, lezacym na tuku BC nie
zawierajacym punktu A. Analogicznie definiujemy okregi wo i w3 oraz punkty B i C;. Pokazaé, ze proste AAj,
BB i CCy przecinaja sie w jednym punkcie.

Zadanie 2.20. Okrag w o srodku w I wpisany w tréjkat ABC jest styczny do bokéw BC', CA i AB w punktach
odpowiednio D, E i F. Punkty M i N sa $rodkami odpowiednio odcinkow AB i BC. Udowodnié, ze proste
MN, DF i CI przecinaja si¢ w jednym punkcie.

Zadanie 2.21. (Autorskie) W téjkacie ABC okrag w o $rodku w punkeie I dopisany do prostej BC' jest styczny
do bokéw BC, CA i AB w punktach odpowiednio D, E i F. Punkt P jest rzutem prostokatnym punktu C' na
prosta BI. Prosta C'P przecina w w punkcie . Punkty M i N sg $érodkami odpowiednio odcinkéw AB i AC.
Proste M N i DE przecinaja sie w punkcie S. Wykazaé, ze prosta SQ jest styczna do w.

Zadanie 2.22. (Iran 2009) W tréjkacie ABC prosta [ jest styczna do okregu w wpisanego w ten tréojkat. Prosta
I przecina boki BC, CA i AB w punktach odpowiednio Ay, By i C1. Z punktu A; prowadzimy prosta styczna
do w az do przeciecia sie z prosta [ w punkcie A;. Analogicznie definiujemy punkty Bs i Cy. Pokazaé, ze proste
AAs, BBy i CCs przecinaja sie w jednym punkcie.

Zadanie 2.23. Dany jest czworokat ABCD bez pary bokéw réwnoleglych opisany na okregu w o srodku w
punkcie I. Punkty Hy, Ho, Hs i Hy to ortocentra tréjkatow odpowiednio AIB, BIC, CID i DIA. Przekatne
AC i BD przecinaja si¢ w punkcie O. Pokazaé, ze punkty Hy, Ho, Hs, Hy i O leza na jednej prostej.

Zadanie 2.24. (Romanian Masters of Mathematics 2012) Okragi: wpisany i opisany na tréjkacie ABC, maja
$rodki odpowiednio w punktach I i O. Okrag w, przechodzi przez punkty B, C i jest styczny do okregu
wpisanego. Analogicznie definiujemy okregi wy i w,.. Pokazaé, ze érodek potegowy okregdéw w,, wp i w. lezy na
prostej OI.

2.2 Dwustosunek i cztery lematy

W tym podrozdziale wyprowadzimy kilka lematéw dotyczacych dwustosunku. Fakty te sg tatwe do udowod-
nienia, jednak ich znajomo$¢ przy rozwiazywaniu réznych zadan geometrycznych jest bardzo cenna. Pokazemy
to na licznych przykiadach.

Lemat 2.25. Dane sg trzy punkty wspdétliniowe A, B i C takie, ze punkt C' jest srodkiem odcinka AB. Pokaz,
ze (A, B;C, X«) = 1.
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A B Koo
¢ rys. 23.

Wskazowka. Zastosuj definicje dwustosunku.

Lemat 2.26 (Newton). Dane sa cztery punkty A, C, B i D lezace w tej kolejnosci na jednej prostej. Punkt P
jest érodkiem odcinka AB. Pokaz, ze (A, B; C, D) = 1 wtedy i tylko wtedy gdy PA%? = PC - PD.

—

A P C B D

rys. 24.

Wskazowka. Po raz kolejny zastosuj definicje dwustosunku.

Lemat 2.27. W tréjkacie ABC punkty X, Y i Z lezg odpowiednio na bokach BC, CA i AB. Prosta YZ
przecina prosta AB w punkcie X'. Pokaz, ze (B,C; X, X') = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy proste AX, BY i CZ
przecinaja sie w jednym punkcie.

A

rys. 25.

Dowadd. Jesli proste AX, BY i CZ przecinaja sie w jednym punkcie to korzystajac z twierdznia Cevy oraz z

twierdzenia Menelausa dla tréjkata ABC i punktéow X, Y i Z mamy: )B;—)é = %~é—g = gﬁ: czyli (B, C; X; X') =
1. Jedli natomiast (B, C; X, X’) = 1 to korzystajac z twierdzenia Menelausa mamy: % . % . % = gﬁ, . % .
% = 1, stad na mocy twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Cevy uzyskujemy wspoélpekowos$é prostych AX,
BY iCZ. O

Lemat 2.28. Jesli punkty A, C, Bi D leza w tej kolejnosci na jednej prostej k, oraz punkt X nie nalezy do k
to dowolne dwa z trzech nastepujacych warunkéw implikuja trzeci:

1) (A,B;C,D) = 1.

2) Prosta X C jest dwusieczna kata AX B.

3) XC 1L XD.

rys. 26.

Dowdd. (*) Zalézmy prawdziwo$é warunkéw 1) i 2). Rozwazmy okrag Apoloniusza punktéw A i B o stosunku
A= ))g—g. Oznaczmy go przez o. Korzystajac z warunku pierwszego mamy: \ = ))g—g = g—g = g—g, stad prosta
XD jest dwusieczna kata zewnetrznego przy wierzchotku X trojkata AX B. Zatem odcinek CD jest srednica
okregu o czyli ZCXD = 90°.

(**) Przyjmijmy, ze prawdziwe sa warunki 2) i 3). Wéwczas proste XB i XD sa dwusiecznymi odpowiednio
katéw wewnetrznego i zewnetrznego przy wierzchotku X w trojkacie AX B. Warunek 1) jest konsekwencja
twierdzenia o dwusiecznej kata wewnetrznego i zewnetrznego dla tréjkata AX B.

(***) Niech wreszcie prawdziwe sa warunki 3) i 1). Rozwazmy okrag Apoloniusza punktéw A i B o stosunku

A= %. Oznaczmy go przez o. Z warunku pierwszego mamy A\ = g—g = g—g, zatem CD jest Srednicg okregu o.
Stad punkt X nalezy do o, gdyz ZCX D = 90° a wiec prosta X C dzieli kat AX B na polowy. |
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W ponizszych zadaniach zauwazymy, ze niektére z niech sg tworzone na bazie lematéw przedstawionych we
wstepie.

Zadanie 2.29. W trojkacie ABC punkt D jest spodkiem wysoko$ci opuszczonej z wierzchotka A na podstawe
BC'. Punkty F i F leza odpowiednio na bokach AC' i AB tak, ze proste AD, BE i C'F przecinaja si¢ w jednym
punkcie. Pokazaé¢, ze ZADF = /EDA.

A

rys. 27.

Dowdd. Niech proste EF i BC przecinaja sie w punkcie T (jesli AB = AC to T = X, prostej BC). Korzystajac
z lematu 2.27 mamy (B, C; D,T) = 1. Na mocy lematu 2.28 otrzymujemy teze zadania. (|

Zadanie 2.30 (Twierdzenie o symedianie). W tréjkacie ABC styczne do okregu w opisanego na ABC w punk-
tach B i C przecinajg si¢ w punkcie D. Pokaz, ze prosta AD jest symediang w tréjkacie ABC. Uwaga. AD
jest symediang, czyli prosta symetryczng do srodkowej AM wzgledem dwusiecznej kata BAC.

rys. 28.

Dowdéd. Niech styczna do w w punkcie A oraz prosta AD przecinaja prosta BC w punktach odpowiednio F i
F. Oczywiscie wiemy, iz punkt E jest biegunem prostej AD wzgledem w. Zatem (B, C; F, E) = 1. Oznacza to,
ze pek prostych AB, AC, AD, AF jest harmoniczny. Rozwazmy obrazy tych prostych wzgledem dwusiecznej
kata BAC'. Obrazy te réwniez beda tworzy¢ pek harmoniczny, wiec prosta BC' przecina je w czterech punktach
sprzezonych harmonicznie. Jednak po latwym rachunku na katach widzimy, ze obraz prostej AF jest prosta
réwnoleglta do BC' przechodzaca przez A. Stad, jesli oznaczymy punkt przeciecia obrazu prostej AD wzgledem
dwusiecznej kata BAC z bokiem BC przez F’, to (B,C;F',X+) = 1, czyli na mocy lematu 2.25 mamy
BF' =F'C. O

Zadanie 2.31. Punkt M lezy na przekatnej BD réwnolegloboku ABCD. Prosta AM przecina proste C'D i
AB w punktach odpowiednio K i N. Niech w; bedzie okregiem o srodku w punkcie M i promieniu AM. Niech
wo bedzie okregiem opisanym na trojkacie KCN. Okregi wy i wo przecinaja sie w punktach P i Q. Pokaz, ze
proste M P i M@ sa styczne do ws.

16



rys. 29.

Dowdd. Niech O bedzie punktem przeciecia sie przekatnych AC' i BD réwnolegloboku ABCD. Odbijmy punkt
A symetrycznie wzgledem punktu M. Obraz ten oznaczmy przez punkt F. Latwo zauwazy¢, ze CE || DB. Niech
X oznacza punkt w nieskoniczonosci prostej BD. Z lematu 2.25 wynika, ze (B, D; 0, X) = 1. Zatem pek
prostych C(D, B; O, X ) jest harmoniczny, a poniewaz punkty K, N, A, E leza odpowiednio na prostych CD,
CB, COiCE, wiec (K,N; A, E) = 1. Korzystajac z lematu 2.26 widzimy, ze MA? = ME? = MK - M N, czyli
okregi wy 1 wq sa ortogonalne (prostopadle), stad tatwo uzyskujemy teze zadania. O

Zadanie 2.32. (Iran 2004) W tréjkacie ABC dwusieczna kata przy wierzcholtku A przecina prosta BC' i okrag
opisany na tréjkacie ABC' odpowiednio w punktach D i M. Niech w bedzie okregiem o $rodku w punkcie M
promieniu M B. Prosta [ przechodzaca przez punkt D, przecina w w punktach P i Q). Pokaz, ze prosta AD jest
dwusieczna kata PAQ.

rys. 30.

Dowdéd. Oznaczmy okrag o srodku I wpisany w trojkat ABC przez o, a okrag opisany na tréjkacie ABC przez
o. Latwo zauwazy¢, ze ZIBM = /DBI+/MBD = Z/IBA+ /BAI = /BIM, zatem BM = [ M. Analogicznie
MI = IC. Stad na okregu w lezy punkt I. Podobnie mozemy pokazacd, iz na okregu w lezy srodek O okregu
dopisanego do tréjkata BAC, stycznego do prostej BC' (to sa bardzo wazne fakty). Korzystajac z lematu 2.28
tatwo zauwazy¢, ze (A, D;1,0) = 1. Zatem biegunowa k punktu D wzgledem w jest prosta prostopadla do
AD i przechodzaca przez punkt A. Jednakze prosta k jest dwusieczna kata zewnetrznego tréjkata ABC' przy
wierzchotku A. Jesli prosta [ przetnie prosta k w punkcie S to skoro k jest biegunowg punktu D wzgledem w,
to (P,Q; D, S) = 1. Zatem ponownie korzystajac z lematu 2.28 otrzymujemy teze zadania. O

Zadanie 2.33. (Baltic Way 2009) Niech M bedzie $rodkiem boku AC' tréjkata ABC, a K — punktem pélprostej
BA lezacym poza odcinkiem BA. Prosta KM przecina bok BC' w punkcie L, a P jest takim punktem odcinka
BM, 7e polprosta PM jest dwusieczng kata LPK. Prosta [ jest réwnolegta do BM i przechodzi przez punkt
A. Wykazaé, ze rzut prostopadly punktu M na prosta [ lezy na prostej PK.
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rys. 31.

Dowdd. Przez punkt P poprowadzmy prosta k prostopadta do prostej BM . Przecigcie prostych k i K L oznaczmy
przez S (jesli k || KL to teza zadania jest oczywista). Na mocy lematu 2.28 otrzymujemy (K, L; M,S) = 1.
Zatem B(K,L;M,S) = 1, ale punkt M jest srodkiem odcinka AC, wigc korzystajac z lematu 2.25 mamy
BS || AC. Jedli prosta PK przecina | w punkcie W to latwo zauwazamy, ze £ = f—g = % zatem WM || PS
czyli WM L [, zatem W jest rzutem punktu M na prosta [, ktéry oczywiscie lezy na prostej PK. O

Zadanie 2.34. (Iran 2009) W tréjkacie ABC okrag wpisany o $rodku I jest styczny w punktach D, E i F
do bokéw odpowiednio BC, CA i AB. Punkt M to rzut prostokatny punktu D na prosta EF. Niech P bedzie
$rodkiem odcinka DM . Pokaz, ze jesli H jest ortocentrum w tréjkacie BIC' to prosta PH polowi odcinek EF.

Dowdd. Wykazemy najpierw lemat.

Lemat 2.35. W tej konfiguracji niech prosta BI przecina prosta EF w punkcie S. Wéwczas BS L SC.

A

T B D C
rys. 32.

Dowdd lematu. Przyjmijmy, ze prosta EF przecina prosta BC' w punkcie T (jesli EF || BC to T = X prostej
BC(C). Korzystajac z lematu 2.27 otrzymujemy (T, D; B,C) = 1. Latwo zauwazy¢, ze tréjkaty BSD i FSB sa
przystajace, stad ZF'SB = ZBSD. Na mocy lematu 2.28 otrzymujemy teze.

H

B D C
rys. 33.

Przejdzmy do rozwiazania zadania. Niech proste BI i C'I przecinaja prosta EF w punktach odpowiednio @ i
R. Z powyzszego lematu uzyskujemy zaleznoéci BR 1 RC i BQ 1 QC. Stad punkt H jest punktem przeciecia
prostych BR i C'Q). Jednoczesnie punkt I jest ortocentrum trojkata BHC'. Niech proste Al i HD przecinaja
prosta EF w punktach odpowiednio W i Z. Teza zadania sprowadza sie do pokazania wspoliniowosci punktow
P, W i H. Korzystajac z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Menelausa widzimy, ze wystarczy pokazaé
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zaleznosé % . %—Z . % =1, czyli %—IZ = %. Skoro AI || M D, to %—Z = %, laczac to z powyzszym
zwiazkiem wystarczy pokazaé¢ (H,I; Z, D) = 1. Jednakze na mocy lematu 2.27 (H,Q; K,C) = 1, gdzie K to
punkt przeciecia prostych BZ i1 HC. Zatem B(H,Q; K,C) =1, czyli (H,I;Z,D) = 1. O

Zadanie 2.36. (Twierdzenie Googo). Dany jest czworokat ABCD opisany na okregu w o $rodku w punkcie 1.
Punkt T jest rzutem punktu I na prosta BD. Pokaz, ze prosta BD jest dwusieczna kata ATC.

rys. 34.

Dowdd. Niech okrag w bedzie styczny do bokéw AB, BC, CD i DA odpowiednio w punktach F, F', G i H.
Korzystjac z zadania 2.2 wiemy, ze proste HG, EF i AC przecinaja sie w jednym punkcie P oraz, ze proste BD,
AC, HF i FG sa wsp6lpekowe (oznaczmy ich punkt przecigcia przez S). Latwo zauwazamy, ze (A,C; S, P) = 1.
Korzystajac z twierdzenia 1.11 widzimy, ze prosta BD jest biegunowa punktu P wzgledem w. Zatem PI 1 BD.
Stad punkt T jest punktem przeciecia prostych BD i PI. Teza zadania jest konsekwencja lematu 2.28. O

Zadanie 2.37. (LVI Olimpiada Matematyczna) Okrag o srodku I jest wpisany w czworokat wypukly ABCD,
przy czym punkt I nie lezy na prostej AC. Przekatne AC i BD przecinaja sie¢ w punkcie E. Prosta przechodzaca
przez punkt E oraz prostopadla do prostej B.D przecina proste AI, CI odpowiednio w punktach P i Q. Wykazac,
ze PE = EQ.

rys. 35.

Dowdd. Korzystajac z twierdzenia Menelausa dla tréjkata PIQ przecietego prosta AC' mamy: g—g = % . %.

Zatem wystarczy pokazaé, ze é—% . ‘:44—1]3 = 1. Niech punkty K, L i M beda rzutami punktéw odpowiednio A, C'i
I na prosta BD. Wéwczas réwnosé ktora mamy pokazaé jest rownowazna temu, ze punktu K, L, E i M tworza
czworke harmoniczna. Lecz jest to prawda gdyz, korzystajac z dowodu twierdzenia Googo uzyskujemy iz punkt
przeciecia prostych M1 i AC wraz z punktami A, E i C tworzg czwoérke harmoniczna, a punkty K, L, Ei M

sg ich rzutami prostokatnymi na prosta BD. |

Zadanie 2.38. (Chiny 2002) Dany jest czworokat wypukly ABCD. Niech E = ABNCD, F = ADNBC' i
P = AC N BD. Punkt O jest rzutem prostokatnym punktu P na prostg FF. Pokazaé, ze ZBOC = ZAOD.
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rys. 36.

Dowdd. Przyjmijmy, ze S = ACNEF iT = BD N EF. Korzystajac z lematu 2.27 widzimy, ze (FE,F;T,S) =
1. Stad (T,P;D,B) = 1 oraz (A,C;P,S) = 1 gdyz odpowiednio A(E,F;T,S) = 11i B(E,F;T,S) = 1.
Pamietajac o tym, ze OP 1 EF na mocy lematu 2.28 oraz powyzszych zwiazkow mamy £LDOP = ZPOB i
/ZAOP = ZPOC. Stad /BOC = /POC — /POB = LZAOP — /DOP = ZAOD. O

Zadanie 2.39. Dany jest czworokat wypukly ABCD. Niech Q = ABNCD, R=ADNBCiP=ACnNBD.
Prosta réwnolegta do prostej Q R przechodzaca przez punkt P przecina proste AB i C' D w punktach odpowiednio
X iY. Wykazaé, ze punkt P jest érodkiem odcinka XY

rys. 37.

Dowdd. Korzystajac z lematu 2.25 wystarczy pokazaé, ze pek prostych QA, @D, QP i QR jest harmoniczny.
Jednakze, na mocy lematu 2.27 jest to oczywiscie prawda. O

Zadanie 2.40. (Twierdzenie o motylku) Dany jest okrag w oraz cieciwa EF. Niech P bedzie $rodkiem od-
cinka E'F. Cieciwy AC i BD przechodza przez punkt P. Proste AD i BC przecinaja cieciwe EF w punktach
odpowiednio X i Y. Wykazaé, ze PX = PY.
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rys. 38.

Dowdd. Przyjmijmy Q = ABNCD oraz R = AC N BD (jedli cieciwa E'F jest érednica w lub AB || CD to teza
zadania jest oczywista). Niech O bedzie $rodkiem okregu w. Na mocy zadania 2.4 wynika, ze O jest ortocentrum
trojkata PQR. Mamy wiec QR L OP 1 EF istad EF || QR. Teza poprzedniego zadania konczy dowéd. O

Zadanie 2.41. (Autorskie) W tréjkacie ABC okrag wpisany w jest styczny do bokéw BC, CA i AB w punktach
odpowiednio D, E i F. Punkt S jest rzutem prostokatnym punktu D na odcinek EF. Prosta E'F przecina prosta
BC w punkcie T'. Prosta AS przecina okrag opisany na trojkacie ABC w punkcie P. Pokazaé, ze punkty T, S,
D, P leza na jednym okregu.

rys. 39.

Dowdd. Latwo zauwazy¢, ze wystarczy pokazaé réwno$é ZDPT = 90°. Korzystajac z lematu 2.27 (T, D; B,C) =
1. Stad na mocy lematu 2.28 pozostaje udowodnié, ze prosta PD jest dwusieczna kata C'PB. Ponownie stosujac
lemat 2.28 widzimy, ze ZBSD = £ZDSC lub tez LFSB = ZCSE. Korzystajac z twierdzenia o dwusiecznej i
z twierdzenia sinusOw mamy: f;—g = ziﬁéggg = ziﬁégﬁg = g—g Jednakze, tréjkaty FSB i SEC sa podobne,
przeto g—g = g—g = g—g = g—g. Zatem na mocy twierdzenia o dwusiecznej wnosimy, ze prosta PD jest dwusieczna,

kata CPB co byto do pokazania. O

Zadanie 2.42. (Mediterranean Mathematics Olympiad 2011) W tréjkacie ABC punkt D jest punktem prze-
ciecia dwusiecznej kata przy wierzchotku A z bokiem BC. Punkty I; i I sa $rodkami okregéw wpisanych w
odpowiednio trojkaty ABD i ADC. Prosta I1I; przecina proste AB i AC' odpowiednio w punktach F' i F.
Wykazaé ze proste AD, BE i C'F przecinaja sie w jednym punkcie.

Dowdd. Rozpoczniemy od sformutowania przydatnego faktu, ktérego tatwy dowdd pozostawiamy czytelnikowi.

Lemat 2.43. Dane sa dwa rozne okregi o1 i 02 o érodkach odpowiednio O; i Os. Niech punkty P i @ beda
$rodkami odpowiednio jednoktadno$ci zewnetrznej i wewnetrznej okregdéw o1 i 02. Wykazaé, ze

(P,Q;01,09) = 1.
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S B b ¢ rys. 40.

PrzejdZzmy do rozwiazania zadania. Niech prosta I1s przecina proste BC' i AD odpowiednio w punktach S
iT (jesli I1 I || BC teza zadania jest oczywista). Latwo zauwazamy, ze punkty S i T to srodki odpowiednio
jednokladno$ci zewnetrznej i wewnetrznej okregéw o1 1 02. Zatem na mocy powyzszego lematu (S, T; I, I2) = 1.
Stad pek prostych A(S,T; I, I3) = 1. Jednakze LIy AD = /D AI,, wiec na mocy lematu 2.28 - TA L AD. Skoro
/BAD = /DAC to korzystajac ponownie z lematu 2.28 mamy (S, D; B,C) = 1. Ostatecznie stosujac lemat
2.27 uzyskujemy teze zadania. [l

Zadanie 2.44. (Autorskie) Dany jest punkt P wewnatrz tréjkata ABC. Okregi wy i wo o $rodkach odpowiednio
O; i Os sa opisane na tréjkatach APB i APC w tej kolejnoéci. Prosta CO; przecina w; w punktach K i L
(K lezy blizej punktu P niz L) oraz we w punkcie S. Analogicznie prosta BOs przecina we w punktach M i
N (M lezy blizej punktu P niz N) oraz w; w punkcie T. Niech punkty X,Y, Z beda takie, ze X = BS N CT,
Y =BKNCMiZ =LBNNC. Pokazaé, ze jesli /ZBPC — Z/BAC = 90° to punkty X, Y i Z leza na jednej
prostej.

Dowaod. Pokazemy najpierw lemat:

Lemat 2.45. Dane sa dwa ortogonalne (prostopadle) okregi 01 i 02 0 $rodkach odpowiednio O; i Os. Prosta
przechodzaca przez O; przecina okrag o; w punktach A i B, a okrag oo w punktach C' i D. Wykazaé, ze
(A,B;C,D) =1.

rys. 41.

Dowdd. Przyjmijmy, ze punkty przeciecia leza w kolejnosci A, C', B i D. Na mocy lematu 2.26 wystarczy
pokazaé, ze O1A%2 = O,C - 01D, jednakze jest to oczywiste, gdyz okregi o1 i 02 sg ortogonalne. O
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rys. 42.
Przejdzmy do rozwiazania zadania. Po prostym rachunku na katach widzimy, ze réwnos¢ /BPC — ZBAC =
90° implikuje nam ortogonalno$é okregéw wi i wy. Na podstawie powyzszego lematu mamy (B,T; M,N) =
(L,K;S,C) = 1. Jednakze odcinki KL i M N to érednice odpowiednio okregéw wi i wo stad na mocy lematu
2.28 mamy rownosci LSBK = ZKBC oraz ZTCM = ZMCB. Zatem punkt Y jest srodkiem okregu wpisanego
w tréjkat BXC. Ostatecznie skoro BK | BZ i CM 1 CZ, przeto proste BZ i CZ sa dwusiecznymi katow
zewnetrznych trojkata BXC przy wierzcholtkach odpowiednio B i C. Stad punkt Z jest srodkiem okregu do-
pisanego do trojkata BXC, stycznego do prostej BC. Punkty X, Y i Z leza wiec na jednej prostej, ktora jest
dwusieczna kata BXC. O

Zadanie 2.46. W tréjkacie ABC okrag przechodzacy przez punkty B i C jest styczny do okregu w wpisanego
w tréjkat ABC w punkcie D. Okrag dopisany do tréojkata ABC styczny jest do boku BC' w punkcie E. Prosta
AFE przecina w w punkcie F' lezagcym blizej punktu A. Wykazaé, ze /FDA = Z/EDF.

rys. 43.

Dowdéd. Przyjmijmy, ze w jest styczny do bokéw BC, CA i AB odpowiednio w punktach X, Y i Z. Oznaczmy
okrag przechodzacy punkty B i C i styczny do w przez o. Niech wspélna styczna okregéw w i o przecina
bok BC w punkcie S. Korzystajac z twierdzenia o potedze punktéw otrzymujemy: SX2? = SD? = SB - SC.
Oznaczmy przez X' punkt symetryczny do punktu X wzgledem punktu S. Na mocy lematu Newtona widzimy,
ze (X', X; B,C) = 1. Zatem punkt X’ na podstawie lematu 2.27 lezy na prostej Y Z. Jednoktadnosé o srodku w
punkcie D, przeprowadza prosta BC' na prosta styczna do o w sSrodku W tuku BC' niezawierajacego punktu W.
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Stad punkty D, X i W leza na jednej prostej i prosta DX jest dwusieczng kata BDC'. Jednakze (X', X; B,C) =
1, wiec na mocy lematu 2.28 otrzymujemy, ze proste X'D i DX sg prostopadle. Niech X’D przecina w w
punkcie F’. Pokazemy, ze F' = F’. Skoro XDF’ = 90° to wystarczy pokazaé, ze F'X jest $rednicg okregu
w. Rzeczywiscie, jednokladnosé o srodku w A przeprowadza Srednice okregu w na srednice okregu dopisanego
trojkata ABC stycznego do boku BC w punkcie E. Stad odcinek X F jest $rednicg okregu w, zatem F = F”.
Niech teraz proste AD i AX przecinajg proste odpowiednio BC' i DF w punktach @ i R w tej kolejnosci. Z
twierdzenia 1.11 wynika, ze X' jest biegunem prostej AX wzgledem w. Stad mamy zalezno$¢ A(X', R; D, F) = 1,
z ktorej implikuje réwnosé (X', X;Q, F) = 1. Zatem D(X', X;Q,FE) = 1, czyli (F,T; A, E) = 1 gdzie T jest
punktem przeciecia prostych DX i AE. Jednakze /T DF = 90° wiec, korzystajac ponownie z lematu 2.28 mamy
LADF = /FDEFE czyli teze zadania. (|

Zadanie 2.47. (IMO Shortlist 2002) W tréjkacie ABC okrag wpisany w jest styczny do boku BC' w punkcie K.
Punkt D jest spodkiem wysokosci trojkata ABC opuszczonej z wierzchotka A. Punkt M jest Srodkiem odcinka
AD. Prosta KM przecina w w punkcie N. Pokazaé, ze okrag opisany na tréjkacie BNC' jest styczny do w.

S

rys. 44.

Dowasd. Jesli AB = AC, to teza zadania jest oczywista. Zalézmy dalej, ze AB # AC. Niech okrag o bedzie
okregiem przechodzgcym przez punkty B i C oraz styczny do w w punkcie N'. Wystarczy pokazaé, ze N = N'.
Zalézmy nie wprost, ze N # N'. Przyjmijmy, ze okrag dopisany do trojkata ABC styczny jest do boku BC
w punkcie F, oraz ze punkt L jest drugim koncem srednicy KL okregu w. Wykazemy najpierw, ze ZLNA =
/ENL. Podobnie jak w poprzednim zadaniu dowodzimy, ze punkty A, L, F leza na jednej prostej. Niech prosta
NK przecina prosta AE w punkcie S, poniewaz /K NL = 90° to na mocy lematu 2.28 wystarczy pokazaé, ze
(S,L; A, E) = 1. Czyli, ze pek prostych M(S,L; A,E) = 1 lub tez (W,K;D,FE) = 1 gdzie W = LM N BC.
Korzystajac z lematu 2.27 widzimy iz, zwiazek (W, K; D, E) = 1 jest réwnowazny wspdlpekowosci prostych AK,
DL i EM. Jednakze czworokat ALK D jest trapezem prostokatnym, wiec na mocy twierdzenia Talesa w tatwy
sposéb otrzymamy, ze prosta EP dzieli odcinki LK i AD na polowy (gdzie P = LD N AK). Stad oczywiscie
uzyskujemy, iz proste AK, DL i EM przecinaja sie w jednym punkcie, zatem /LNA = ZENL. Na mocy
poprzedniego zadania /LN'A = /EN'L. Powyzsze réwnosci oznaczaja, ze okrag przechodzacy przez punkty
N, N"i L (czyli okrag w) jest pewnym okregiem Apoloniusza punktéw A i E. Jest to sprzecznosé, bo $rodek
tego okregu nie lezy na prostej AE. Konczy to dowdd nie wprost. O

Zadania do samodzielnego rozwiazania.

Zadanie 2.48. (Baltic Way 2002) Niech L, M i N beda takimi punktami odpowiednio na bokach AC, AB i BC'
tréjkata ABC, ze BL jest dwusieczna kata ABC' oraz odcinki AN, BL i C'M maja punkt wspolny. Udowodnicé,
ze je§li LZALB = ZMNB, to ZLNM = 90°.

Zadanie 2.49. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag w. Odcinek AC jest érednica w oraz AC L BD. Prosta
prostopadia do prostej BM przechodzaca przez punkt C' przecina prosta AD w punkcie P. Pokazaé, ze prosta
BP jest styczna do okregu wpisanego w tréjkat ABC.

Zadanie 2.50. Dany jest pélokrag w o srednicy AB i punkt C lezacy na w. Styczne do w w punktach A i C
przecinaja sie¢ w punkie D. Na prostej AB obieramy punkt H taki, ze CH | AB. Prosta CH przecina prosta
BD w punkcie K. Pokazaé¢, ze HK = KC.
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Zadanie 2.51. Okrag w o $rodku I wpisany w tréjkat ABC jest styczny do bokéw AB i AC w punktach
odpowiednio F' i E. Niech M bedzie $rodkiem odcinka BC'. Proste EF i AM przecinaja sie w punkc1e N.
Proste BI i CI przecinaja okrag o $rednicy BC' w punktach odpowiednio X i Y. Pokazaé, ze %i/( = A B
Zadanie 2.52. (Zwardon 2008) ABCD jest czworokatem wypuklym, w ktérym prosta AC jest dwusieczna kata
BAD. Punkt E lezy na odcinku C'D, a F jest przecieciem BE i AC. Odcinek DF przedtuzamy do przeciecia z
bokiem BC w punkcie G. Wykazaé, ze Z/GAC = L/EAC.

Zadanie 2.53. (Tuymaada 2010) Okrag w o §rodku w punkcie I jest wpisany w tréjkat ABC. Punkt P jest
taki, ze PI 1 BC oraz PA || BC. Punkty @ i R leza na bokach odpowiednio AB i AC' tak, ze QR || BC oraz
prosta QR jest styczna do w. Pokazaé, ze ZQPB = ZC'PR.

Zadanie 2.54. (XLIX Olimpiada Matematyczna) W tréjkacie ABC kat BC'A jest rozwarty oraz ZBAC =
2/ ABC'. Prosta przechodzaca przez punkt B i prostopadia do BC' przecina prostg AC w punkcie D. Punkt M
jest srodkiem boku AB. Dowiesé, ze LZAMC = ZBMD.

Zadanie 2.55. (LVII Olimpiada Matematyczna) W czworokacie ABC'D miara kata wewnetrznego przy wierz-
chotku A jest wieksza od 180° oraz zachodzi rownos¢ AB-CD = AD - BC. Punkt P jest symetryczny do punktu
A wzgledem prostej BD. Udowodni¢, ze /PCB = ZACD.

Zadanie 2.56. Punkt O jest srodkiem okregu opisanego na nieréwnoramiennym tréjkacie ABC. Okrag wpisany
w w trojkat ABC' jest styczny do bokéow BC, CA i AB w punktach odpowiednio D, E i F. Przypu$émy, ze
P=DENAB,Q=DFNAC, R=EFNBC, M iN - érodki odcinkéw QFE i PF odpowiednio. Pokazaé, ze
proste prostopadle przechodzace przez punkty O, P i () do prostych odpowiednio M N, CF i BE przecinaja
sie w jednym punkcie.

Zadanie 2.57. Dany jest czworokat ABCD wpisany w okrag w. Styczne do w w punktach A i C' przecinaja
sie w punkcie F, styczne do w w punktach B i D przecinaja sie w punkcie F', S = AC N BD, punkty M i N to
$rodki odpowiednio przekatnych AC' i BD. Pokazaé, ze nastepujace warunki sa réwnowazne:

1) AB-CD =BC - AD.

2) E € BD.

3) FeAC.

4) Punkt S jest punktem przeciecia przekatnej czworokata ABC'D z symediana co najmniej jednego z tréjkatéw
BCD, CDA, DAB, ABC poprowadzonej z punktéw odpowiednio A, B, C' lub D.

5) (A,C;S,F) =1.

6) (B,D;S,FE)=1.

7)) LADM = ZCDB.

8) /BCN = /DCA.

Uwaga. Powyzsze zadanie przedstawia najwazniejsze wlasnoéci czworokata harmonicznego. Znajomo$é tych
faktéw moze okazaé sie bardzo przydatna na zawodach matematycznych.

3 Rozwigzania

3.1 Biegunowe

Rozwiazanie 2.15. Niech proste AB i PQ oraz BP i AQ) przecinaja sie odpowiednio w punktach 71 W (jesli
AB || PQ teza zadania jest oczywista). Korzystajac z twierdzenia 1.11 oraz twierdzenia 1.10 latwo uzyskujemy,
ze punkty S, R i W leza na biegunowej punktu 7" wzgledem w, co koficzy rozwiazanie.

Rozwiazanie 2.16. Na podstawie twierdzenia 1.11 uzyskujemy, ze punkt S jest biegunem prostej BD wzgle-
dem o, zatem SO 1L BD.

Rozwigzanie 2.17. Przyjmijmy, ze punkty N i P leza odpowiednio na prostych AC i AB. Niech okrag
w bedzie styczny do bokéw BC, CA i AB w punktach D, E'i F' w tej kolejnosci. Pokazemy, ze punkty M,
N i P leza na prostej stycznej do w. Przez punkty E i F' poprowadzmy prostopadle do prostych odpowied-
nio IN' oraz IP’, ich punkt przecigcia oznaczmy przez S. Po latwym rachunku na katach uzyskujemy, ze
/ESF = /PIN = 180° — éLFPN — ;LPNE = 180° — %(360O —/ZAPN — ZANP) =90° - ZBAC = ZAEF,
stad punkt S nalezy do w. Analogiczne dowodzimy, ze prosta prostopadia do prostej IM’ poprowadzona z
punktu D przechodzi przez S. Zatem tatwo widzimy, ze proste DS, F'S i ES sa biegunowymi punktéw odpo-
wiednio M, N i P, stad na mocy wniosku 1.13 punkty te leza na jednej prostej stycznej do w w punkcie S.
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Rozwigzanie 2.18. Teza zadania jest konsekwencja lematu 2.10.

Rozwiazanie 2.19. Niech okrag w opisany na trojkacie AEF przecina po raz drugi o w punkcie S. Wiadomo,
iz punkty B, C, E i F leza na jednym okregu. Na mocy twierdzenia o trzech osiach potegowych otrzymujemy,
ze proste AS, EF i BC przecinaja sie w jednym punkcie X. Korzystajac ponownie z twierdzenia o trzech osiach
widzimy, ze styczna do o w punkcie A; przechodzi przez punkt X. Analogicznie definiujemy punkty Y, i Z.
Teza zadania sprowadza si¢ do zadania 2.8.

Uwaga. Na mocy lematu 2.27 mamy (X, D; B,C) = 1. Stad prosta A; D jest biegunowa punktu X wzgledem w.
Analogicznie dowodzimy, iz proste B1E i C1 F sa biegunowymi punktéw odpowiednio Y i Z wzgledem w. Skoro
punkty X, Y i Z sa wspotliniowe, przeto proste A1 D, B1E, C1 F przecinaja sie w punkcie bedacym biegunem
prostej przechodzacej przez punkty X, YV i Z wzgledem w. Jesli punkty O i H to érodek okregu opisanego i
ortocentrum odpowiednio trojkata ABC, to latwo pokazaé, ze XZ L OH (korzystajac z twierdzen o potedze
punktu wzgledem okregu). Zatem proste A1 D, B1E, C1F przecinaja sie na prostej Eulera trojkata ABC.

Rozwiazanie 2.20. Na podstawie wniosku 1.13 wystarczy pokazaé, ze bieguny prostych MN, EF i CI
leza na jednej prostej. Korzystajac z lematu 2.14 biegunem prostej M N jest ortocentrum H trdjkata BIC.
Biegunem prostej DF' jest oczywiscie punkt B. Prosta C'I ma biegun w punkcie X, o kierunku BD. Jednakze
wspotliniowoéé¢ punktéw H, B i X, jest juz oczywista.

Uwaga. Rozwiazanie zadania mozna znacznie skrocié, jednak nie angazowalby on metod opisanych w pracy.

Rozwiazanie 2.21. Zacznijmy od sformuowania nastepujacego lematu:

Lemat 3.1. W trojkacie ABC okrag w o $rodku w punkcie I dopisany do boku BC' tréjkata ABC jest styczny
do prostych BC, CA i AB odpowiednio w punktach D, F'i F. . Punkty M i N sg $rodkami bokéw odpowiednio
AB 1 AC. Wéweczas ortocentrum tréjkata BIC jest biegunem prostej M N wzgledem w.

Wskazowka. Czytelnik z latwodcia zauwazy analogie pomiedzy tym lematem a lematem 2.14.

Przejdzmy do wlasciwej czesci rozwiazania. Oznaczmy przez H ortocentrum tréjkata BIC. Skoro punkty
P, Qi H sa wspdblliniowe to na mocy wniosku 1.13 ich biegunowe wzgledem w przecinaja si¢ w jednym punkcie.
Zatem styczna w punkcie @) do w oraz proste M N i DE sa wspolpekowe, co oczywiscie koficzy rozwiazanie.
Uwaga. Rozwazana konfiguracja pozwala nam otrzymaé wiele ciekawych rezultatéw. Proponujemy czytelnikowi
pokazanie ich w ramach treningu. Oto kilka z nich:
1) Prosta AH jest biegunowa punktu S = M N N EF wzgledem w.
2) Proste DE, BI i M N sa wspélpekowe.
3) Odbicie Hy wzgledem $rodka odcinka BC' to $rodek okregu dopisanego do boku BC.
4) Odbicie H wzgledem $rodka odcinka BC' to punkt I.
5) Podobnie skonstruowane proste H Ho dla tréjkata ABC tna sie w jednym punkcie bedacym punktem Nagela
(Xs) tréjkata ABC.
6) Jesli punkty Sy i Sa, S5 to ortocentra odpowiednio tréjkatéw BIC, CIA i AIB to powstale tréjkaty AS2Ss,
BS155 1 CS1.52 maja wspolne ortocentrum - jest nim punkt Nagela tréjkata ABC.
7) Tréjkaty ABC i 515255 maja réwne pola.
8)(Autorskie) Niech punkty M, N i K beda $rodkami bokéw BC, CA i AB w tej kolejnosci. Okrag w jest
styczny do bokéow BC, CA i AB w punktach odpowiednio D, F i F. Rozwazamy punkt X przeciecia pro-
stej NK z prosta prostopadla do prostej I M przechodzaca przez srodek odcinka I D. Analogicznie definiujemy
punkty Y i Z. Wéwcezas punkty X, Y i Z leza na biegunowej punktu Nagela trojkata ABC wzgledem okregu w.

Rozwigzanie 2.22. Niech okrag w bedzie styczny do prostych I, BC, CA i AB w punktach odpowiednio
L, D, E i F. Punkty stycznosci prostych AjAs, B1Bs i C1C5 z okregiem w oznaczmy odpowiednio przez D',
E’ i F'. Ponadto przyjmijmy, ze X = EFNLD')Y = DF NLE' oraz Z = DE N LF’. Biegun S prostej I’
wzgledem w na mocy wniosku 1.13 jest punktem przecigcia prostych DD’, EE’ i FF'. Ponownie korzystajac z
wniosku 1.13 widzimy, ze teza zadania jest rownowazna wspotliniowosci punktow X, Y i Z. Na mocy twierdzenia
Pascala dla szesciokata DEFF’'LD’ mamy wspolliniowo$é punktéw X, Y i S. Analogicznie punkty Y, Z 1 S sa
wspoliniowe, a to wraz z powyzszym wnioskiem implikuje teze zadania.

Rozwiazanie 2.23. Przyjmijmy, ze ADNBC = P oraz ABNCD = Q. Na podstawie wniosku 1.13 wystarczy
pokazaé, ze biegunowe punktéw Hy, Ho, Hs, Hy i O sa wspolpekowe. Biegunowa punktu O jest oczywiscie pro-
sta PQ. Biegunowymi punktéw Hs i H4 sa na podsatwie lematu 2.14 odpowiednie linie $rodkowe w tréjkatach
CDP i ADQ. Widzimy, ze przecinaja si¢ one w srodku S prostej PQ. Podobnie na mocy lematu 3.1, biegu-
nowe punktéw Hi i Hs to odpowiednie linie srodkowe tréjkatéw ABP i BC'Q. Rowniez tatwo jak poprzednio
zauwazamy, iz proste te tna sie w punkcie S. Zatem biegunowe punktow Hy, Hs, Hz, H, i O przecinaja sie w
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jednym punkcie S, co nalezalo pokazac.

Rozwiagzanie 2.24. Przyjmijmy nastepujace oznaczenia, w i o - odpowiednio okrag wpisany i opisany na
tréjkacie ABC, w Nwy, = Xg, wNwp = Xp, wNw, = X, punkty D, E i F - punkty stycznosci okregu w
z bokami odpowiednio BC, CA i AB, wpy Nwe = Yo, we Nwy = Yy, we Nwp = Yo (Y, # X). Na podstawie
zadania 2.11 wiemy, ze proste DX,, F X, i F X, przecinaja si¢ w punkcie J, bedacym biegunem osi potegowej
okregow w i o wzgledem okregu w. Oczywiscie J, O i I leza na jednej prostej, gdyz oS potegowa okregdéw w i
o jest prostopadla do prostej OI. Pokazemy, ze punkt J jest érodkiem potegowym okregow wg, wp i we, co jest
réwnowazne tezie zadania. Wystarczy wiec dowies¢ wspdtpekowosci prostych DX, FX., BY,. Z twierdzenia o
trzech osiach zastosowanego dla okregdéw wy, w, 1 w wnioskujemy, ze proste styczne do okregu w w punktach X,
i X, oraz prosta BY} przecinaja sie w jednym punkcie, nazwijmy go K. Wykorzystujac wniosek 1.13, widzimy,
ze pozostatlo nam pokazaé¢ wspotliniowosé biegunéw prostych DX,, FX. i BK wzgledem okregu w. Jednakze,
jest to oczywiste na mocy twierdzen 1.11 i 1.10.

3.2 Dwustosunek i cztery lematy

Rozwigzanie 2.48. Niech prosta M N przecina prosta AC' w punkcie S. Na mocy lematu 2.27 dostajemy
réwnosé (S, L; A,C) = 1. Warunek réwnosci katéw w zadaniu implikuje nam, iz punkty S, L, M i N leza
na jednym okregu. Jednakze prosta BL jest dwusieczna kata ABC, zatem na podstawie lematu 2.28 mamy
ZSBL =90°, stad ZMNL = ZSBL = 90°.

Rozwiazanie 2.49. Przyjmijmy, ze ACNBD = H, BCNAD = @, oraz niech X, oznacza punkt w nieskon-
czonosci prostej AD. Na podstawie lematu 2.25 mamy B(A, D; M, X,) = 1. Skoro pek prostych C(B, P; H, D)
zawiera proste przechodzace przez punkt C' i prostopadle do prostych BA, BD, BM i BX,, to jest on réwniez
harmoniczny. Zatem (Q, A; P, D) = 1 jednakze B(Q, A; B, D) = 1, stad prosta BP jest styczna do w.

Rozwigzanie 2.50. Niech CD N AB = R. Na mocy lematu 2.25 wystarczy pokazaé, ze D(C, H; K, X») = 1,
jednakze AD || CH stad nalezy udowodnié¢ réwnosé (R, H; A, B) = 1. Zwiazek ten jednak jest oczywisty, gdyz
prosta C'H jest biegunowa punktu R wzgledem okregu w.

Rozwigzanie 2.51. Niech okrag w o Srodku w punkcie I bedzie styczny do boku BC' w punkcie D. Na
podstawie lematu 2.35 punkty X i Y leza na prostej EF. Poprowadzmy prosta rownolegta do prostej BC
przechodzaca przez punkt A. Na mocy lematu 2.25 mamy (B,C; M, X)) = 1, stad (F,E;N,T) = 1 gdzie
T = EF N AX. Zatem prosta AT jest biegunowa punktu N wzgledem w, wiec NI L AT, a to oznacza, ze
punkt I nalezy do prostej ND. Punkt N jest ortocentrum tréojkata BSC, gdzie S = BY N CX. Po tatwych
przeliczeniach na katach dochodzimy do wniosku, iz tOJkadty DXY i ABC sa podobne. Ponadto wiemy, ze
ZNDY = ZXDN (zadanie 2.14), stad £& = DX = 4C

Rozwiazanie 2.52. Przyjmijmy oznaczenia BDNAC =S, ACNGE =W iGENBD =T (jedli GE || BD
teza zadania staje sie oczywista). Na mocy lematu 2.27 mamy (B, D; S,T) = 1, zatem réwniez (G, E; W, T) = 1.
Na podstawie lematu 2.28 widzimy, ze ZSAT = 90°, stad ponownie korzystajac z lematu 2.28 uzyskujemy teze
zadania.

Rozwiazanie 2.53. Réwnos¢ dana w tresci zadania pokazuje, ze dwusieczne katéw BAD i BC'D przecinaja sie
w punkcie T' lezacym wewnatrz odcinka BD. Na zewnatrz odcinka BD obierzmy taki punkt S aby ZASC = 90°,
wéwcezas na podstawie lematu 2.28 widzimy, ze /T AS = 90°. Zatem punkty P, T, A, C' i S lezg na jednym
okregu. Stad L/BCP = /BCT + LTCP = £LTCD + LTSP = /TCD + LAST = LTCD + LACT = LACD.

Rozwigzanie 2.54. Przyjmijmy oznaczenia PQ N BC =X, PRNBC =Y, APNBR=Z,CQNAP =T,
BRNQC = U oraz BCNw = M. Z twierdzenia Brianchona latwo otrzymujemy, ze biegunowa punktu U wzgle-
dem w jest prosta AP. Zatem (B, R;U, Z) = (T,U;Q,C) = 1. Skoro P(B,R;U, Z) =1, wiec (B,Y; M, X)) =

gdzie Xoo = QR N BC' a to na mocy lematu 2.25 daje rownos¢ BM = MY, analogicznie uzyskujemy, ze
MC = MX. Oznacza to, ze trojkaty PCX i BPY sa réwnoramienne, a przez to tatwo uzyskujemy teze zadania.

Rozwigzanie 2.55. Niech symetralna odcinka AB przecina prosta AC' w punkcie E. Wéwczas /EBC
/EBA—-/CBA=/EAB—-/CBA = ZCBA. Zatem na mocy lematu 2.28 uzyskujemy réwnosé¢ (A, E;C, D) =
1. Jednakze ZEM A = 90°, wiec teza zadania wynika ponownie z lematu 2.28.

Rozwiazanie 2.56. Oczywiscie proste CF i BFE sg prostymi biegunowymi punktéw odpowiednio P i @
wzgledem okregu w, wiec proste prostopadie poprowadzone z punktéow P i Q) do prostych C'F' i BE odpowied-
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nio, przecinaja sie¢ w punkcie I - Srodku okregu w. Latwo zauwazamy, ze zachodza réwnosci (A, B; F, P) = 1 oraz
(A,C; E,Q) = 1. Namocy lematu 2.26 mamy zaleznoéci NF? = NA-N B oraz M E? = M A-MC. Oznacza to, ze
punkty M i N maja jednakowa potege wzgledem okregéw w i o - opisanego na tréjkacie ABC'. Zatem prosta M N
jest osia potegowa okregdéw w i o, czyli MN L OI (O - $rodek okregu o) - z czego oczywiscie wynika teza zadania.

Rozwigzanie 2.57. Wystarczy pokazaé, ze warunek 1) jest implikowany przez pozostale warunki.

2) i 3) Wystarczy skorzystaé¢ z podobienstw: AADE ~ NABE, AEDC ~ AEBC, NABF ~ ABCF i
AFAD ~ AFDC.

4) Teza wynika wprost z definicji symediany w tréjkacie.

5) i 6) Twierdzenie 1.9.

7) i 8) Wykorzystaj twierdzenie Ptolemeusza oraz podobieistwa AABD ~ AMCD i AADC ~ AABN.
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